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Abstrakt

Stacho, J.: Geometrické vlastnosti ndhodne indukovangch podgrafov polenijch
hyperkociek, Diplomovéa praca, Univerzita Komenského Bratislava,
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra informatiky,
vedici diplomovej prace: doc. RNDr. Eduard Toman, CSc.,
Bratislava 2005, 72 stran

V tejto praci sa zaoberdme popisanim vlastnosti struktary tzv. polenych
hyperkociek. Popisujeme vSetky typy podgrafov izomorfnych s polenymi hy-
perkockami (tzv. podkociek) mensich rozmerov. Ukazujeme, Ze existuju prave
4 typy takychto podgrafov. V dalSom popisujeme Struktaru prienikov tych-
to podgrafov. Nakoniec zavidzame diskrétny pravdepodobnostny priestor, na
ktorom hladdme hodnoty nidhodnych premennych popisujicich pocet podko-
ciek obsiahnutych v ndhodne vybranom podgrafe polenej hyperkocky a pocet
tzv. maximélnych podkociek obsiahnutych v ndhodne vybranom podgrafe.

Klacové slova: booleovské funkcie, disjunktivne normélne formy, optimalizacia,
pravdepodobnostné metddy, hyperkocky, polené hyperkocky

Abstract

Stacho, J.: Geometric properties of randomly induced subgraphs of bisected hy-
percubes, Diploma thesis, Comenius University Bratislava, Faculty
of mathematics, physics and informatics, Department of Compu-
ter Science, thesis advisor: doc. RNDr. Eduard Toman, CSc.,
Bratislava 2005, 72 pages

The main aim of this thesis is to describe the structure of so-called bisected
hypercubes. First we examine all types of subgraphs of bisected hypercubes that
are isomorphic to bisected hypercubes (called subcubes) of smaller dimensions.
We show that there are exactly 4 types of such subgraphs. Then we describe the
structure of all intersections of these subgraphs. As a last part, we introduce
discrete probabilistic space in which we look for values of random variables
determining the number of subcubes contained in randomly chosen subgraph of
bisected hypercube and the number of so-called maximal subcubes contained
in such randomly chosen subgraph.

Keywords: boolean functions, disjunctive normal forms, optimization, proba-
bilistic methods, hypercubes, bisected hypercubes
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Predhovor

Tato diplomové praca je prvym mojim vac¢sim textom, ktorého pisanie sa na-
koniec ukézalo ako nezvycajne dlhé a namahavé. Vacésina nosnych myslienok
vznikla pocas mo6jho intenzivneho badania v priebehu zimného semestra pia-
teho ro¢nika. Potom mi trvalo celé tri mesiace, kym som to vSetko dostal na
papier v takej podobe, v akej to mdZete dnes vidiet. Pocas mojho skimania som
narazal na rozne problémy, mensie ¢i vacSie, z ktorych niektoré sa mi podarilo
rozlasknut a vysledky z nich prameniace sa nachadzaji na nasledujtcich stra-
néch. Boli v8ak aj také, ktoré, ¢i uz z nedostatku ¢asu alebo jednoducho z ich
komplexného charakteru, som nebol schopny vyrieSit, pricom niektoré z nich
mi neprestali behat po rozume este aj dnes. KedZe vSak za kazdou pracou je
potrebné urobit niekedy ¢iaru, tak som aj ja opiat vzhladom na obmedzenost
¢asu ukoncil skumanie v stave, v akom ho mozete najst tu. Niektoré vlastnosti,
ktoré sa mi nepodarilo ukizat ale verim, Ze ich dokaz nebude zlozity, uvadzam
aj v zévere na zamyslenie.

Napriek tomu, Ze pisanie tejto prace bolo zdlhavé, vel'mi som si cenil chvil,
kedy sa mi pocas pisania podarilo nieCo na mojom texte vylepSit, napr. ukazat,
Ze niec¢o plati v8eobecnejsie, alebo, ze dokaz, ktory som chcel povodne uviest
v tejto praci, sa da zjednodusit alebo zelegantnit. BohuZial problém, ktory bol
obsahom témy tejto diplomovej prace, tak ako bol zadany mojim diplomovym
vediicim, sa vo velmi kratkom ¢ase ukézal ako zna¢ne netrivialny a komplikova-
ny. Vacsina vlastnosti, ktoré sa ocakavalo, ze budu platit, sa nakoniec ukazalo,
Ze neplatia, resp. aspon nie v tom tvare ako sa predpokladalo. Napriek tomu
vzhladom aj na finalny rozsah prace sa mi podarilo ukizat niektoré zaujimavé
vlastnosti a poukazat aj na iné.

Chcel by som sa na tomto mieste podakovat vSetkym, ktori nejakym sposo-
bom prispeli k vzniku tejto prace, a to hlavne méjmu diplomovému vedicemu
doc. Eduardovi Tomanovi za poskytnuti literatiru a cenné rady, dalej Rado-
slavovi Fulekovi za jeho podnetné névrhy, ktoré vznikli pri nasich nespocetnych
spolo¢nych debatéch, ale najviac by som chcel podakovat mojim rodi¢om za ich
trpezlivost, ochotu a podporu najmé v poslednych fazach pisania tejto préce.

Juraj Stacho
autor



Kapitola 1

Uvod

Problematika optimalizacie booleovskych funkcii je skiimana uZ niekolko de-
satro¢i. Ukazalo sa, Ze zapis konkrétnej booleovskej funkcie pouzitim symbolov
premennych a operacii A (logicky sicin), V(logicky sucet) a — (negécia) je nejed-
noznacny. Definovali sa dve §pecidlne normélne formy zname ako konjunktivna
a disjunktivna normélna forma (KNF a DNF). Tieto normélne formy vsak sta-
le pripustali rozne zapisy pre tie isté funkcie. Umoznili ale zapisat Tubovolna
booleovski funkciu dant napr. tabulkou hodnét pomocou uvedenych operécii.
V najhorSom pripade dany zapis obsahoval exponencialne vela ¢lenov. Kedze
sa Casto ukazalo, Ze sa niektoré ¢leny z daného zéapisu daju vylucit, pripadne
viaceré nahradit jednym, zaujem sa orientoval na hladanie najkratieho, resp.
miniméalneho zapisu danej booleovskej funkcie. Definovala sa tzv. skratena
forma, ktora v sebe obsahovala len také ¢initele (v zmysle DNF, t.j. logické-
ho suc¢tu ¢lenov tvorenych premennymi a operaciou logického saéinu), ktoré
predstavovali tzv. maximaéalne intervaly, resp. podkocky podgrafu n-rozmernej
hyperkocky obsahujtceho vrcholy, pre ktoré hodnota danej booleovskej funkcie
bola 1, tzv. grafov booleovkej funkcie. Nespomenuli sme samozrejme ten fakt,
ze inym pristupom, ktory sa zvolil k hl'adaniu optiméalnych foriem, bolo hlada-
nie najmensich, ¢o do po¢tu ¢lenov, pokryti podgrafov hyperkociek booleovskou
funkciou ur¢enych. To v sebe obsahuje fakt, Zze kazdej booleovskej funkcii na n
premennych je priraditelny prave jeden podgraf n-rozmernej hyperkocky. 7 to-
hoto pristupu vychadza aj tato praca.

Ocakavalo sa, ze skratena forma bude tou optimélnou. Av8ak ako sa hned
ukazalo, existuju triedy booleovskych funkcii, ktorych skratené forma nie je ich
optimélnou. S to napr. triedy tzv. retazovych funkcii.

Dalej sa preto zacalo uvazovat o metédach ziskania tzv. irredudantnych po-
kryti, ktoré mali tu vlastnost, ze po odobrati lubovolnej podkocky obsiahnute;
v tomto pokryti existoval nepokryty vrchol, resp. v jazyku DNF, po odobrati
Tubovolného ¢lena zo zapisu existoval vektor vstupnych premennych, na ktorom
bola hodnota funkcie odlisné od hodnoty tohoto modifikovaného zapisu. Této
vlastnost musi platit aj pre optimalnu formu, preto sa ocakavalo, ze po ziskani
vSetkych irredudantnych pokryti, bude stacit vybrat z nich to najkratsie, resp.
minimélne a to bude to hladané optimélne. Vznikli algoritmy, ktoré umoznili
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néjst vSetky irredudantné pokrytia, avSak tych méze byt opét exponencialne ve-
la, ¢ize prehladavani mnozina moze byt potencidlne prilis velka. Viac detailov
k technikdm optimalizécie DNF sa da najst v [2].

KedZe sa vo vSeobecnosti ned4 povedat, Ze vieme najst optimélnu formu
v dostato¢ne rozumnom case, zacalo sa skiimat, ¢o mozeme ocakéavat v priemer-
nom pripade, resp. aké odhady sa daju ziskat pre tzv. vac¢Sinu booleovskych
funkcii. Tu do problému vstiapuji pravdepodobnostné metédy. Tieto sa v po-
sledom obdobi Coraz CastejSie vyuzivaji nielen k réznym odhadom vlastnosti,
ktoré sa vo vSeobecnosti nedaju presne vypoditat, ale aj pre exaktné dokazy
Specifickych vlastnosti, ktoré st zaloZené na poukézani na existenciu, resp. ne-
existenciu istého objektu ¢isto pomocou teérie pravdepodobnosti, t.j. v ukdzani,
Ze ocakavany pocet danych objektov je nenulovy, resp. nulovy.

V [4], ¢lanku M. Skovieru, autor pomocou aparatu pravdepodobnostnych
metod ukazuje, aky je odhad velkosti skratenej formy pre vacsinu booleovskych
funkcii a z neho vyplyvajace dosledky.

Tento ¢lanok v podstate vytvara myslienkovy ramec pre nasledujici text.
Nagim usilim nebude v8ak sktimanie vlasnosti nahodnych hyperkociek ako v [4],
ale budeme uvazovat podobnu Struktdru, tzv. polent hyperkocku FE,, ktora
vznikne z hyperkocky doplnenim hran v hammingovej vzdialenosti 2 (viac vid.
definiciu 2.2). Na tejto Struktire budeme sktmat vlastnosti jej nahodnych
podstruktir, taktiez vlastnosti platiace pre vacsinu tychto podstruktur.

Zameriame sa najma na hladanie optimalneho pokrytia, podobne ako v pri-
pade hyperkociek, pomocou podgrafov polenej hyperkocky, ktoré vsak buda
izomorfné s polenymi hyperkockami mensich rozmerov, tzv. podkocky mensich
rozmerov. Na tento ucel bude potrebné vybudovat rozsiahlejsi systém tvrdeni
o vlastnostiach Specifickych podstruktir aj o pravdepodobnostnom charaktere
odhadov niektorych vlastnosti ndhodnych podstruktir.

V prvom rade budeme hladat vietky podkocky, ktoré sii obsiahnuté v pole-
nej hyperkocke Tubovolného rozmeru. Na zaklade zistenia tohoto po¢tu moézeme
odhadovat ich o¢akévany pocet v nahodne zvolenom podgrafe. NavySe budeme
skamat strukttru hranovo indukovanych podkociek (na rozdiel od doteraz uva-
zovanych vrcholovo indukovanych). Na tento tcel sa budeme venovat popisu
v8etkych symetrii polenych hyperkociek. Tomuto sa venujeme v kapitole 2.

Potom upriamime svoju pozornost na prieniky podkociek obsiahnutych v Tu-
bovolnom podgrafe, ktoré budeme potrebovat, na zistenie disperzie a nasledne
na vyjadrenie intervalu odhadovaného poc¢tu podkociek v ndhodne vybranom
podgrafe. Na tento tcel si vybudujeme formélnejsiu charakteristiku podkociek
hyperkociek a nasledne podkociek polenych hyperkociek, ktort budeme potre-
bovat na jednoduchs§iu enumeraciu poc¢tu prienikov podkociek podla ich velkos-
ti. Tomu je venované kapitola 3. Naslednej enumeracii prienikov je venované
kapitola 4.

Na zéver budeme skuimat pomocou pravdepodobnostnych metod vyjadrenie
odhadu po¢tu podkociek v ndhodne vybranom podgrafe, dalej odhadu minimal-
neho rozmeru podgrafu uz neobsiahnutého v ndhodne vybranom podgrafe a tak-
tieZ zavedieme pojem uz spominanej maximalnej podkocky a podobne budeme
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hl'adat odhad po¢tu maximalnych podkociek v ndhodne vybranom podgrafe.
Na tento 1i¢el sa na tieto vlastnosti pozrieme trochu vSeobecnejsie, budeme
uvazovat nejakd mnozinu prvkov a mnozinu jej podmnozin, z ktorych mdzeme
kongtruovat pokrytia 'ubovolnej nahodne vybranej podmnoZiny. Spominané
odhady ur¢ime na tejto Struktire a v zavere aplikujeme Specificky na grafy hy-
perkociek, kompletnych grafov a polenych hyperkociek. Na tento tcel budeme
potrebovat vSetky ziskané tvrdenia z predoslych kapitol. Pravdepodobnostnym

odhadom sa venujeme v kapitole 5.

V zavere sumarizujeme vSetky vyznamné dosiahnuté vysledky a uvedieme
dalsie moznosti rozvijania textu tejto prace (aj s naznafenim ocakavatelného

sposobu).
Symbol Popis
N mnozina v8etkych prirodzenych ¢isel
R mnozina vSetkych realnych ¢isel
2X mnozina v8etkych podmnozin mnoziny X, poten¢na mnozina
#q(w) pocet symbolov a v slove (vektore) w
n
< l{:) pocet sposobov vyberu k prvkov z n prvkovej mnoziny
€k

jednotkovy vektor e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)

k
doln4 cela cast ¢isla x, |x] = max{n e N | n <z}
horna cela ¢ast ¢isla z, [x] = min{n € N | n >z}
absolutna hodnota ¢isla z, |x| = max{x, —x}
hammingova vaha vektora a, |a = Y1 ||

f(n)
g(n)
f(n) =o(g(n)), ak lim,, . ?;((—Z =0

uzavrety interval medzi a a b, <a,b>= {z | a <z < b}
otvoreny interval medzi a a b, (a,b) = {z | a < x < b}

Tabulka 1.1: Vybrané symboly pouzité v texte a ich vyznam
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Strukttara E,,

V tejto kapitole sa budeme zaoberat detailnym popisom Struktury polenich hy-
perkociek. Identifikujeme Styri rézne typy podstruktur izomorfngch s polenymsi
hyperkockami a pozrieme sa podrobnejsie na otdzku poctu symetrii polenej hy-
perkocky.

Na tvod si uvedme zopér definicii, medzi nimi aj definiciu hyperkocky a po-
lenej hyperkocky, ktortt budeme v celom texte potrebovat.

Definicia 2.1. Pod pojmom hyperkocka @, budeme rozumiet graf @, =
(V, E), kde mnozina vrcholov je tvorena vektormi n rozmerného vektorového
priestoru nad Zs, t.j. V' = {0,1}" a mnozina hran je urcena nasledovne:

E={(a,p)||la—-pl=1}
kde || = >0 |y, ak o = {a, ..., an}

Definicia 2.2. Pod pojmom polené hyperkocka E,, budeme rozumiet graf F,, =
(V,E), kde V ={0,1}" a pre E plati:

E={(a,8)|1<|a—p|<2}

Definicia 2.3. Nech G = (V, E) je Tubovolny graf. Nech X C V je ubovolnéa
podmnozina jeho vrcholov. Potom graf Hx = (X, Fx) nazveme vrcholovo
indukovanym podgrafom grafu G, ak plati:

Ex ={ (u,v) | u,v € X A (u,v) € E(G) }

KedZe vrcholovo indukovany podgraf je jednozna¢ne uréeny jeho mnozinou
vrcholov, budeme tento graf a jeho mnoZinu vrcholov zamietiat podla potreby.

Definicia 2.4. Nech G = (V| E) je lubovolny graf. Nech Y C E je Iubovolna
podmnozina jeho hran. Potom graf Hy = (Vy,Y') nazveme hranovo indukova-
nym podgrafom grafu G, ak plati:

W={u|@veV) (uv)eYV(vu et}
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Obrazok 2.1: Vizualizacia hyperkociek Ey az Fy

Rovnako ako v pripade vrcholovo indukovanych podgrafov budeme podla
potreby zamienat mnoZzinu hran a graf nim indukovany.

Definicia 2.5. Nech G a H st I'ubovolné dva grafy. Pod izomorfizmom grafov
¢ budeme rozumiet bijektivne zobrazenie z V(G) do V(H), pre ktoré plati:

Vu,v € V(@) : (u,v) € BE(G) <= (p(u),p(v)) € E(H)

Ak bijektivne zobrazenie ¢ : V(G) — V(H) méa uvedent vlastnost, hovori-
me tiez, ze zachovava hrany. Ak existuje izomorfizmus medzi grafmi G a H,
hovorime, Ze grafy st izomorfné. Izomorfizmus z G do G sa tiez nazyva auto-
morfizmus.

Sktimanie vlastnosti polenych hyperkociek zaéneme preskiimanim ich Struk-
tary. Budeme sa snaZzit zistit, aké charakteristické podstruktiry mozeme v da-
nej polenej hyperkocke najst. Najviac sa vSak budeme sustredovat na hladanie
izomorfnych obrazov polenych hyperkociek mensich rozmerov, ¢o budeme v ne-
skorsich pasazach potrebovat.

2.1 Obycajné hyperkocky

Na zaciatok sa najprv pozrime, ¢o vieme o obyc¢ajnych hyperkockach. Z de-
finicie 2.2 polenej hyperkocky priamo vyplyva, Zze kazda polena hyperkocka je
nadgrafom nejakej obycajnej hyperkocky rovnakého rozmeru. Je teda zrejmé,
ze kazdy podgraf danej obycajnej hyperkocky je aj podgrafom prislachajicej
polenej hyperkocky. Nas predovSetkym zaujimaji podgrafy obycajnych hyper-
kociek izomorfné s obyCajnymi hyperkockami niz$ich rozmerov. Ako sa ukaze,

10
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tieto podgrafy, ak sa prenesi do koreSpondujtcej polenej hyperkocky a dopl-
nia o prislusné indukované hrany, buda izomorfné s polenymi hyperkockami
prislichajicich rozmerov. Podme sa o tom presveddit.

Definicia 2.6. Nech n,m € N; m < n. Nech f je vektor, 8 € {0,1,*}". Nech
#.(8) = m ( pocet vyskytov symbolu * vo vektore 3). Pod symbolom WES
budeme rozumiet vrcholovo indukovany podgraf polenej hyperkocky E, (tzv.
podstruktiru prvého typu) pre zadané 3, ktorého mnozina vrcholov obsahuje
vietky vektory a € {0,1}", ktoré vznikni z § doplnenim symbolov 0, resp. 1
na miesta tych stiradnic, ktoré sa obsadené symbolom .

Napriklad nech 3 = (0,1, *,*,1). Potom [ ur¢uje mnozinu vrcholov
WES ={(0,1,0,0,1),(0,1,0,1,0), (0,1,1,0,1),(0,1,1,1,1)}

Lema 2.7. Nech n,m € N; m <n. Nech 3 € {0,1,*}" a #(8) = m. Potom
plati

WES ~ g,
Doékaz. Nech I je mnozina indexov z {1,...,n} suradnic symbolov % v 3, t.j.
I ={i] p; ==x}. Potom je zrejmé, ze |I| = m. Ozna¢me si prvky mnoziny I
ako i1, 19, .. .14, usporiadané v Tubovolnom, ale pevnom poradi. Oznac¢me z'j_l

pre j € I, také k, ze i, = j. Potom uvazujme nasledovné zobrazenie ® z V (E,,)
do V(WES):
Bj jEr1
bla) =7 = ’Yj:{ a1 jel
J

Uvedené zobrazenie je injektivne, lebo ak a # o/, potom musi existovat k take,
ze ap # oy, potom ale v;, # v, , ale tym padom aj v # 7/, kde v = ®(a)
a v = ®(a/). Je takticz surjektivne, lebo ak v € V(M ER,), potom z definicie
tento vektor na stradniciach j nepatriacich do I je zhodny s (3;. Zostrojime
vektor a taky, ze a; = 7;,. Z toho uz zrejme vyplyva, ze ®(a) = 7.

Aby sme dokézali, ze @ je izomorfizmus, musime eSte ukazat, Ze zachovéva
hrany, t.j. ak (a,a') € E(Ey,), potom (®(a), ®(c/)) € E(VES). Nech teda
(a, ') € E(Ey,). Potom z definicie plati, Ze |a — o/| = 1. Poé¢itajme |®(a) —
o(a)].

n

B(a) —@(a)] = D lay—afl =D 18— Bil+ > i = O‘;j—l| =

J=1 I¥7%4 jel
m
= D o —aj| = lap—aj| = log —aj| =la—d
jel jel k=1
k=it J=ig

7 toho dostavame, 7e dané zobrazenie nielenze zachovava hrany, ale aj ich dlzky
(t.j. hamminova vzdialenost koncov hran sa zachovava). Preto z toho vyplyva,
ze VED > E,,. O

11
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Dosledok 2.8. Nech platia predpoklady lemy 2.7. Nech QB = (V, E) je taky
graf, Ze V = V((l)EgL) a &= E((I)Egl) N E(Qr). Potom

Qn = Qm
Doékaz. Zrejmy z dokazu predoslej lemy. O

Predosla lema a jej dosledok popisuji prvy typ podstruktar, ktoré mézeme
objavit v hyperkocke, resp. polenej hyperkocke. D& sa ukézat, Ze obycajné
hyperkocky uz neobsahuja ziaden iny typ podstruktiry, ktora by bola izomorfna
s hyperkockou vhodného rozmeru. Ako sa ale ukaZe, neplati to pre polené
hyperkocky.

V d'alsom si popiSeme druhy typ podstruktar, ktoré sa v polenej hyperkocke
daji najst. Jedné sa o podgraf na hranach len medzi vrcholmi vo vzdialenosti
2 a ako sa ukéze, bude izomorfny s polenou hyperkockou vhodného rozmeru.

2.2 Paritné podkocky

Definicia 2.9. Nech n,m € N; m < n. Nech (3 je vektor, 8 € {0, 1, «} a nech
#.(6) = m. Nech i € {0,1}. Potom pod symbolom (QZ?E?% (podstruktira
druhého typu) budeme rozumiet podgraf grafu M ES vrcholovo indukovany,
pre ktory plati

a € V((23E,€L) < |a|=i (mod 2)
(23E51 obsahuje len hrany spéjajtace vrcholy
2

%

Tak ako sme uZz naznadili,

vo vzdialenosti 2, lebo pre I'ubovolné dva vrcholy a,a’ € ES zrejme pla-

ti, Ze | — /| =0 (mod 2).
Lema 2.10. Nech n,m € N; m < n. Nech (3 je vektor, 3 € {0,1,%} a nech
#.(8) =m+ 1. Nech i € {0,1}. Potom plati:

2 ~

( 'L')Eﬂ-i-l = Em

m

Dékaz. Pouzijeme lemu 2.7 pre m + 1 a dostavame (I)EgLH & Em+1- Nech @
je korespondujuce zobrazenie z pouzitej lemy. Nech i € {0,1} je parita sac¢tu
nehviezdickovych stradnic 8, t.j. io = > ;4/16;| (mod 2), kde I je mnozina
indexov * suradnic ako v leme 2.7. Nech VU je zobrazenie z V(E,,) do V(E,,+1)

definované nasledovne:

ay jgm

kde i, € {0,1} je uréené nasledovne: i, =1 —ig + |a| (mod 2).

12
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Ukazeme, 7e ® o ¥ je hladané zobrazenie. Nech o € E,,. Nech v =
U (a).Pocitajme |®(7)|:

m+1
[2(v)| = Z|/6j’ +Z|%f1’ = Z|/6j’ + Z Ive| = Z|/6j’ + Z vkl =
I7: jer il jel il k=1
1=]
m m
= D I8+ Dl + sl = D 1B+ D el +ia = D 161 + o] +ia
gl k=1 il k=1 %4

Z toho dostavame, ze ®(¥(«)) € V((22Efi+1), pretoZe plati:

|P(¥(a))| =i+ || +ia =d0+|a| +1—ip+ |a] =i (mod 2)

KedZe evidentne ¥ je bijektivne a ® taktiez, je aj ®o W bijektivne. Potrebujeme
uz len ukazat, ze zachovava hrany. Pocitajme |®(U(«)) — ®(P(a))]:

[@(¥(a)) = 2(L())] = [¥(a) = V()] = Y |oj = | + lia — io| =
j=1
= Ja—d|+ (o] —|d/| mod 2) = |a — /| + (Ja — & mod 2) =0 (mod 2)

Z toho vyplyva, ze |®(¥(a)) — ®(T (/)| > |a — o/|. Cize ak |a — /| > 2,
potom |®(¥(a)) — ®(¥('))| > 2. Ak naopak plati, ze 1 < |a — o/| < 2, tak
[@(¥(a)) — (U (a'))| = 2.

Cize ak sa hrana (o, ') nachddza v E,,, t.j. |a —d/| < 2, tak vtedy a len
vtedy sa (®(¥()), ®(¥(a’))) nachadza v )
() 5

(2

m

Eﬁl 41, 2 Coho vyplyva, ze graf F,

je izomorfny s 41, Co sme cheeli dokézat. O

Nasli a popisali sme teda druhy typ podgrafov, ktory nas bude zaujimat.
V dalgom popiSeme trochu iné dva typy podgrafov. Budi to podgrafy izomorfné
s kompletnym grafov K,,,. KedZe do kazdého kompletného grafu je mozné vnorit
Tubovolny graf na danom pocte vrcholov, budeme tieto podgrafy potrebovat
na uréenie dalgich podgrafov izomorfnych s polenou hyperkockou vhodného
rozmeru.

2.3 Kompletné podgrafy

Definicia 2.11. Nech n,m € N;m < n. Nech € {0, 1, x}" a nech #.(8) = m.
Nech a € V((I)Eﬁ). Potom symbolom (i)Eﬁl (podstruktira tretieho typu)

budeme oznacovat podgraf grafu <1>E£,i vrcholovo indukovany, pre ktory plati:

veV(QE)) < Iy —al<1

13
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Definicia 2.12. Nech n,m € N;m < n. Nech € {0, 1, x}" a nech #.(8) = m.
Nech a € V((I)Eﬁl). Potom symbolom (i)Eﬁl (podstruktira Stvrtého typu)

budeme oznacovat podgraf grafu <1>E£,i vrcholovo indukovany, pre ktory plati:
yev(QEl) « y—a|=1
Lema 2.13. Nech n,m € Nym — 1 < n. Nech 8 € {0,1,%}" a nech #.(8) =
m—1. Nech a« € V(VE? ). Potom plati:
(i)Eﬁ ~ K,

m—1 —
Doékaz. Nech I = {iy,ia,...,im—_1} je mnozina indexov definovana tak ako v do-

kaze lemy 2.7. Nech mnozinu vrcholov K, tvoria prirodzené ¢isla od 0 po m—1.
Potom uvazujme zobrazenie ® z V(K,,) do V((i)Egl_l) urcené nasledovne:

. o =0
(I)(]):{a+€ij j'>0
Z definicie je vidiet, ze ®(j) € V((l)Efl_l), bud ®(j) = a, alebo ®(j) = a+e;;,
lenze i; € I a kedze o € V((l)Efi_l), potom « + e;; sa lifi od a na stradnici
ij, kde 3;; = * (Co vyplyva z definicie I), ¢ize musi patrit do V((l)Efl_l).
Dalej sa dé jednoducho ukézat, ze ® je bijektivne. Sta¢i uz len overit, &
zachovéava hrany. Pocitajme |®(5)—®(j)|. Ak j/ = 0, tak uz z definicie vyplyva,
e |9(j) — B(0)| = |B(7) — a] < 1. Nech teda j, /' # 0; j # 5

’(I)(]) - (I)(]/)| = ’a + eij - — eij/’ = ’eij - eij/| =2
7Z toho je teda vidiet, Ze zobrazenie zachovava aj hrany a je to teda izomorfizmus,

¢o sme cheeli dokazat. O

Désledok 2.14. Nech n,m € Nym < n. Nech € {0,1,%}" a nech #.(5) =
m. Nech o € V((I)Eg). Potom plati:

4 ~
WEs ~ K,

Doékaz. 7 uvedenych definicii priamo vyplyva, Ze V((i)Eﬁl) = V((‘Z)Eﬁl)\{a}.

~

7 lemy 2.13 dostavame, ze V((i)Eﬁl) = K41 Nech @ je prislusné zobrazenie.
Nech mnozinu vrcholov K, tvoria prirodzené ¢isla od 1 po m. Potom zobrazenie
' 7z K, do V((i)E?n) definované ako ®'(j) = ®(j) je priamo izomorfizmom

medzi K, a V((i)E?n), ¢o sme chceli dokazat. O

Definovali a ukazali sme, Zze v grafe polenej hyperkocky F, existuju kom-
pletné podgrafy dvoch typov. Teraz vSak ukadZeme, Ze sa s inymi kompletnymi
podgrafmi v polenej hyperkocke nestretneme, resp. presnejsie, ak zvoleny pod-
graf E, je izomoriny s K,, pre nejaké m, potom je to bud (i) Egl_l alebo (i) Eﬁh

alebo (1)E§7 alebo (23E§ pre vhodné (3, a, i.
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Definicia 2.15. Nech H = (V, E) je Tubovolny neorientovany graf. Nech v €
V(H) je Tubovolny vrchol. Pod symbolom Ny (v) budeme ozna¢ovat mnozinu
vrcholov z V(H) susediacich s v, t.j. Ng(v) = { u | (u,v) € E(H) }. Nech
X je TubovoIna mnozina vrcholov H, X C V(H). Potom symbolom Ng(X)
budeme oznacovat mnozinu vrcholov H susediacich s kazdym z vrcholom z X,

tj. Ng(X)={u| WweX): (u,v) € E(H) }.

Lema 2.16. Nech m,n € N. Nech H je podgraf E, wvrcholovo indukovany,
izomorfny s Ky,. Nech existuju také vrcholy o,/ € V(H), Ze |a — o/| = 1.
Ak m # 4, potom existuje f € {0,1,*}" také, Ze bud H = ()Eﬁ _, alebo

H= (i),Egl_l. Ak m = 4, tak plati jeden z predoslyjch pripadov alebo H = a )E2 .

Doékaz. Pre Tubovolny vrchol v kompletného grafu K, zrejme plati Nk, (v) =
V(Km)\{7}. To musi taktiez platit pre lubolny vrchol H, t.j. nech v € V(H),
potom Ny (v)U{~} = V(H). Kedze H je podgraf E,,, plati, ze V(H) C V(E,),
a teda zrejme plati, ze Ny (y) C Ng, (v). Z toho dostavame, ze plati V(H) C
{7} U NEg, (7). To plati aj pre o, & € V(H). Z toho mozeme usudit, ze plati:

V(H) C{a,d'} U(Ng,(a) N Ng, ()

Popisme si ako vyzera Ng, (a,a’) = Ng, (o) N Ng, (/). Nech v € Ng, (o, ).
Potom |y —al] < 2 a |y —d/| < 2. Kedze |a — o/| = 1, existuje ky také, Ze
o =a+eg,.

Nech najprv |y — a| = 2. Potom existuju k # [ také, ze v = o + e, + €.
Pocitajme |y — /| = o + e + e — a — e, | = |lex + e + ex,|. Ak ky # 1
a ki1 # k, potom |y — o/| = 3. Z toho by vyplyvalo, ze v € Ng, (/). Mozeme
teda predpokladat, ze k1 = I. Potom v = o’ + e, a teda v € Ng, (o).

V opa¢nom pripade |y —«a| = 1. Nech v = o+ e, a v # o/. Potom
Iy —d| =la+er—a—er| =ler+ex| =2, ateday € Ng, ().

Nakoniec dostavame, Ze mnozina spolo¢nych susednych vrcholov k a, o/ je

Ng,(a,0d') = Ng, (o) N Ng, (o) ={ a+er,a +er | ke {l,...,n} }

Nech ~,~" st dalgie dva vrcholy z V(H). Najprv uvazujeme, Ze existuju ko #
ks také, ze v = a+ex,,7y = a+ep,. Potom sa da ukazat, ze Ng, (o, o/,7,7") C
{a+e| ke {l,...n} }. Predpokladajme, ze o/ + e, € Ng,(a,a’,7,7).
Kedze o/ = o + ey,, predpokladajme, ze k # ki. Potom |y — o/ —eg| = |a +
€hy — U —€), —€k| = |ept+ep, tex,|. Ak k # ki ak # ko, potom |y —a’ —eg| = 3.
Predpokladajme teda, ze k = ko. Pocitajme dalej: |y —a'—ex| = |ex+ex, +eks-
Kedze k = ko, potom ale ks # k, a teda plati |y — o/ — ex| = 3.

7 toho dostavame, ze ak vyberieme ako piaty vrchol k uvedenym vrcholom
vrchol tvaru o +ey, tak v grafe E,, nebude existovat hrana bud medzi v a o/ +e¢;,
alebo medzi 7' a o/ + ey, a teda musi platit, ze Ng, (a, o/, v,7) C{ a+e, | k €
{1,...n} }.

Analogicky ak predpokladame, ze v = o/ + e, a 7/ = o’ + ey,, dostavame,
ze N, (a,d/,v,7) C{ ' +e, | ke{l,...n} }.
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Predpokladajme teda, ze v = o+ e, a7y = o/ + eg,. Pocitajme: |y —~/| =
o + ep, — a0 — eg, — epy| = |en, + ek, + ex,|. KedZe predpokladame, ze v # o
a vy # «, tak plati, ze k1 # ko a k1 # k3. Ak ko # ks, potom |y —~'| = 3.
7 toho dostavame, ze ko = ks.

Déa sa ukazat, ze Ng, (o, ’,7,7") = 0. Predpokladajme, Ze existuje k také,
7e a+ e € Np,(a,d,7,7). Kedze o/ = a+ e, a v = a+ e, mozeme
tiez predpokladat, ze k # ki1 a k # ko. Potom pocitajme |y — a — ex| =
o + ex, + ex, — a — ex| = |ex + ex; + ex,| = 3. Analogicky aj pre pripad
o' + ep. Z toho nam vyplyva, ze ak vyberieme Tubovolny vrchol zo susednych
vrcholov {7,~/, a, '} tak, vzdy medzi nimi bude existovat jeden, ktory nebude
mat hranu s danym vrcholom, ¢ize plati, ze Ng, (o, o', 7,7") = 0.

Na zaver si zhriime vSetky uvazované moznosti. V prvom pripade dostavame
V(H) ={a,a+eg,,a+ ek, a+ ey, ..., a+ eyn_1}. Definujme mnozinu I ako
mnozinu indexov k; vektorov z uvazovanej V(H), t.j. I = { k| a+e, € V(H) }.
Na zéaklade tejto mnoZiny definujme vektor 8 = (81, o, . .., Bn), pre ktory plati

_ oy ggl
ﬁ]_{* jel

Z toho uz priamo vyplyva, ze H = (i)Efz_l (stac¢i overit definiciu). Analogicky

v druhom pripade dostavame, ze H = (i)ngm—r

Pre pripad m = 4 plati navySe aj treti pripad rozboru, kedy mnozina H
obsahuje vektory H = {«a,/,7,7'}. Kedze o = a+ep, vy =a+ep, ay =
o + ey, a navySe ko = ks, tak mnozina I = {kj,ks2}. Potom pouZijme vyssie
uvedena definiciu 3 pre I. Z toho uz priamo vyplyva, ze H = (I)Eg . [l

Lema 2.17. Nech m,n € N. Nech H je podgraf E, wvrcholovo indukovany,
izomorfny s Ky,. Nech pre vietky vrcholy v,v € V(H) plati, Ze |y —~'| = 2.
Ak m # 4 potom existuje & € V(E,) a € {0,1,%}" také, Ze H = (2)E§1. Ak

m =4, tak H = @Eﬁl alebo existuje i € {0,1} také, Ze H = (22E§.
Dokaz. Detailny dokaz je v . mnohom podobny predchadzajicemu, preto upo-
zornime len na klacové casti. Nech a,a’ € V(H). Potom |a — /| = 2, t.j.
existuje ki, ko také, ze o/ = a+ ey, + eg,. Podobne ako v predoslom pripade sa
da ukazat, ze Ng, (o,o/) C{ a+ex, +ex, atep, +ep| ke{l,....,n}}
Nech v,+" € V(H) st dalsie vrcholy. Predpokladajme, Ze v = o + eg, + ex,
a~y = a+eg + ek, Na zaklade toho sa da ukazat, ze Ng, (a,d/,7v,7) C
{a+e +ep| ke{l,...,n} }. Podobne aj ak v = a+ e, +ep, a vy =
a+eg, + e, tak N, (o, a/,v,7") C{a+er, +ep | k€ {1,...,n} }. Nakoniec
ak y=a+e +ep, ay =a+eg, + ek, tak ky = k3 a Ng, (o, o/, 7,79') = 0.
7 toho uz dostavame podobne ako v predoslom pripade, ze bud H = (j;) E{,i
pre & = a+ey, resp. & = a+eg, pre 3 definované podla Iy = { k | a+e, +ei, €
V(H)}resp. In ={k|a+er,+e, € V(H)} alebo H = (23E§ pre 3 definované

podla I = {ky, ko, k3} ai=|a| (mod 2). O
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Zhrnieme predoslé Gvahy vo vete:

Veta 2.18. Nech m,n € N. Nech H je lubovolny podgraf polenej hyperkocky E,
izomorfny s Ky,. Potom existuje o € V(E,,), i € {0,1} a 8 € {0,1,%}" take,
Ze bud H = (i) Tﬁn_l alebo H = (i)Eﬂ, alebo H = (I)Eg, alebo H = (23E§.

Dékaz. Nech existuja v H také dva vrcholy o,/ € V(H), ze |a — /| = 1.
Potom pouzijeme lemu 2.16 a dostavame, ze H = (z)Efl_l alebo H = (i),Efl_l,
alebo H = (1)E§. Naopak, ak pre vsetky vrcholy a, o € V(H) plati |a—a/| = 2,
pouzijeme lemu 2.17 a dostavame, ze H = @Eﬁ@ alebo H = (22E§.

Z uvedeného rozboru dostavame hladané tvrdenie. O

2.4 Symetrie

Ukazeme si na zéklade zistenych skuto¢nosti, kolko réznych symetrii ma po-
lena hyperkocka, t.j. kol'ko existuje automorfizmov grafu polenej hyperkocky
(izomorfizmov z E,, do E,,).

Definicia 2.19. Nech X a Y st I'ubovolné mnoZiny. Nech ¢ je zobrazenie z X
do Y. Nech Z C X. Potom pod ¢(Z) budeme rozumiet mnozinu definovanu
ako:
e(Z)={yle@)=y, vcZ}
Lema 2.20. Nech G a H si lubovolné izomorfné grafy. Nech ¢ je izomorfizmus
medzi G a H. Nech X je lubovolnd podmnoZzina V(G), t.j. X C V(G). Potom
plati:
(NG (X)) = Nu(p(X))

Dékaz. Najprv dokdzeme, ze p(Ng(X)) € Ny(eo(X)). Nech v € o(Ng(X)).
Potom existuje 7 € Ng(X) také, ze v/ = ¢(v). Potom pre kazdé a € X
plati (v,a) € E(G). Kedze ¢ je izomorfizmus, dostavame z toho, Ze pre kazdé
a € X plati (p(7), () € E(H). Z toho vyplyva, ze p(v) € Nu(p(X)), ¢ize
v € Nu(¢o(X)), a teda plati, ze (N (X)) C Nu(p(X)).

Dalej dokazeme, 7e p(Ng(X)) 2 Ng(@(X)). Kedze ¢ je izomorfizmus,
potom je zrejmé, Ze aj ¢! je izomorfizmus z H do G (staci preverit definiciu).
Nech YV = ¢(X). Potom mozeme pouzit prvia Cast dokazu a dostavame, Ze
e Y(Ng(Y)) € Ng(p~'(Y)). Z éoho uz priamo vyplyva, ze Ng(p(X)) C
(NG (X))

Spojenim oboch pripadov dostavame hladané tvrdenie. [l

Definicia 2.21. Nech o € V(E,). Potom symbolom ¢, budeme oznacovat

zobrazenie z K, do (i)Efl*n) definované v dékaze lemy 2.13.

Definicia 2.22. Nech a,a’ € V(E,) a 9 je Tubovolna permutécia vrcholov
grafu K, 1. Potom zobrazenie ¢, o y 2 V((i) E,(L*n)) do V((i), Er(l*n)) definujeme
nasledovne:

Pavar (V) = ar 0 Y o031 (7)
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Lema 2.23. Nechn > 2. Nech a, o/, € V(E,) a¢',4" si lubovolné permu-
tacie vrcholov grafu Kn41. Potom plati:

(o, 9') # (0", 9") <= Yo, # Paar

Dékaz. Ak o # ", tak zrejme plati, ze V((g)E ) # V( 3),,E( )), a teda aj
Yot # @ar- Z toho vyplyva, ze musi platit ¢o 0 # Paaryr. Ak of = o
a1 # ¢, potom ¥ oyl # P o gt a teda Yooy = Yo 0V 0o #
Yo 0" 00y = Paaryr, 1€b0 Yo = @ar. Ak (¢! 9") = (&”,4"), potom uz
zrejme aj Yoo ' = Poal - O

Lema 2.24. Nech « je lubovolny vektor z V(E,). Nech ¢,¢" € T'(E,) su také
dva automorfizmy E,, Ze pre kaZdé ~ € V((i)E,(L*n)) plati, Ze p(v) = ¢' (7).

Potom pre vsetky v € V(E,,) plati, o(y) = &' (7).

Doékaz. Vykondme tplnou indukciou vzhladom na hammingovu vzdialenost
vektora v od «, t.j. k = |y —a]. Ak k = 0, resp. k = 1 tak je tvrdenie
splnené, pretoze ak |y — | < 1, tak v € V((i)Efl* )), a teda @(y) = ¢'(7).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky v také, ze |y — a| < k. Nech
|y —al = k+1. Uvazujme vrcholy v/ = v+ek,, v/ = v+ek,, ¥ =~v+ex, +ek,
také, ze plati |¥/ —a| = " —a| =k a |y —a| = k — 1. UvaZujme mnoiinu
Ng,(v,7",4"). Z dokazu lemy 2.16 je Vldlet ze ak v + ey, € Ng, (7,77,
tak k3 = k1, podobne ak v'+ex, € Ny (v, ’y’”) tak ks = ko. Dalej je zrejmé,
ze V" + ek, € Nu(v',7", "), ak ks # k1, ks # ka.

7 toho dostavame, Ze

Nu (', 7" A") = {0 U{y" + e, | ks # ko, ks # Fa }

Potom podla lemy 2.20 plati, ze go(NH( A" = N (o), o(v"), ("))
a o' (Ng(',v",4") = Nu(¢' (), ¢’ ("), ¢ ('y” ). Z indukéného predpokladu
vyplyva, Ze plati o(v') = ¢'(v'), s@(v ) = ’( ") a p(y") = ¢'("). Z toho
vyplyva, ze o(Ng(v',7",7")) = ' (Ng(+/, fy’”)). KedZe vieme, aké prvky

) =
obsahuje mnozina Ng(v/,7”,7"), mdzeme plsat

{eMIU{p(Y" +er)t ={¢' (MNP U{P (V" +ers)}

Kedze |y —a| = k — 1, tak ¥ + e, — o < k. Mozeme teda pouzit indukény
predpoklad a dostavame, ze (Y + er,) = ¢’ (7" + ex,). Kedze ¢ a ¢ st
bijekcie, zrejme (" + ex,) # p(7) a taktiez ¢’ (7" + ex,) # ¢'(v). Mozeme
teda odobrat rovnaké prvky z lavej aj z pravej strany uvedenej mnozinovej
identity a dostavame, ze {¢o(7)} = {¢'(7)} a teda p(v) = ¢'(7), ¢o sme cheeli

dokazat. O

Lema 2.25. Nech a,a’ € V(E,), nech ¢ je lubovolnd permutdcia V (Ky41).
(3) (")
Ey

Potom exzistuje zobrazenie ¢, automorfizmus E;, taky, Ze pre kaZdé v €

plati, Ze p(vy) = @a,a’,w('Y)-
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®) (™)

Dokaz. Kedze plati, ze p(v) = Pa,ar,p(7) Pre vietky v € "/ Ey 7, to znamena,

ze o(7) = pq oo ¢;,1 (7). Bez ohl'adu na vSeobecnost mézeme predpokladat,
7e pa(0) = a a pq (k) = a + eg. Analogicky aj v/ (0) = @' a pu (k) = o + ey.
Z toho vieme usudit, Ze bud ¢(a) = o’ a p(a + ex) = ' + ey) alebo existuje
I take, 7Ze p(a+e) = o, p(a) = o +eyy a pla+er) = +eym) pre k # 1.
Tieto dve moznosti budeme v dalsom samostatne zohladiiovat.

Definujme ¢(7) pre v & (i) EY") nasledovne:

o7+ ex, +eny) = o(y Fer) + oy +er,) — ()

Overime, Ze takto definované ¢ je izomorfizmom. Najprv v8ak ukazeme, Ze

o(7) = oy +ex) = pla) — pla+ex)

Dokazeme indukciou na vzdialenost |y — «|. Ak |y — a| = 0, tak to plati, lebo

v = a.. Predpokladajme, Ze uvedené tvrdenie plati pre vSetky -y, pre ktoré plati,

ze |y —a| <i. Nech |y —a| =i+ 1. Potom existuje k' také, ze |y —ep —a| = 1.

Potom |¢(7) — (v +ex)| = (v —er +ew) — o(y — ew e +ex)|. Vyuzijeme

definiciu ¢ a dostavame |o(y) — o(v + ex)| = [o(v — ew) — (v — ew + ex)|.

Pouzitim indukéného predpokladu pre v — e dostavame hladané tvrdenie.
Dalej potrebujeme ukazat, ze

k
k+ (kmod 2) > |p(7) — (v + Y _ei))| = k— 1+ (k mod 2)
j=1
Nech I ={i;|j€{1,...,k} }. PrepiSeme l'avt stranu nerovnosti a pouzijeme

predchadzajticu identitu: [p(y) —@(y+ Yy €)= [o(v) — (v +ei,) + (v +
ei)—o(Y+ei)+. A o(r+ Y0  ei) —p(r+ X5 e, +ei )| = lpla) —p(at
ei) + (@) —platen) +.. . 4+ p(a) —plate)| = | X5 (p(a) —pla+e;))|

Teraz uvazujme dva pripady urcenia ¢ definované vyssie. Ak ¢(a) = o,
potom [p(7) = (v + 35—y es,)| = | 51 (0 =o' — ey )| = | Xy eyl = k.

Ak p(a +¢) = o a p(a) = o + eyq), predpokladajme najprv, ze
I ¢ T potom [p(y) — o(v + Xh_yei))| = [ X510/ + ego) — o + eyl =
[(k mod 2)ey ) + Z?Zl ey@;)| = k+ (k mod 2). Naopak ak [ € I, potom
e(7) = oy + X1 €i;)| = lewqo) + Z?:}(%(o) + ey(i;))| =k — 1+ (k mod 2).

Spojenim oboch uvazovanych pripj;fjlov dostavame, ze k + (k mod 2) >

o) =l + 35 €i,)l = k — 1+ (k mod 2).

Na zéklade tohoto tvrdenia mézeme pristupit k dokazu, Ze ¢ je automorfiz-
mus na FE,:

Nech v,+" € V(E,,). Nech |y —+/| = k. Z predoslého tvrdnia vyplyva, Ze

k+ (k mod 2) > [o(v) — ¢(7)| = k — 1 + (k mod 2)

Cize ak (v,7) € E(E,), tj. |v —7/| < 2, tak bud |y — 4| = 1, potom
2 = |p(7) — ()] = 1 alebo |y —+'| =2 a potom 2 = [p(y) — ¢(y)| = 1.
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To znamend, Ze (¢(7),¢(7Y')) € E(Ey,). Ak |y —4'| > 2, potom analogicky
lp(7) —p(Y)| > 2. Cize ak (v,7') & E(Ey), tak (0(7), p(7')) & E(En).

Tym sme dokéazali, Ze ¢ zachovava hrany. Sta¢i uz len ukazat, Ze je bi-
jektivne. Nech v # +'. Potom |y —+/| > 1. Podla predchadzajucich tvah
potom plati, Ze |p(v) — ()| > 1, ¢ize ¢(v) # ¢(7'). Tym sme dokazali, Ze
© je injektivne, a kedZe ¢ je zobrazenim nad kone¢nou mnoZinou, musi byt aj
surjektivne, teda je bijektivne.

Z toho vyplyva, Ze ¢ je hladany automorfizmus, ¢o sme chceli dokazat. [

Este pred vyslovenim hlavnej vety je vhodné uviest niektoré potrebné fakty.
Nech G je Tubovolny graf. Nech S(G) je mnozina vSetkych permutéacii mnoziny
vrcholov grafu G. Vieme, Ze S(G) tvori grupu vzhladom na operaciu skladania.
Nech I'(G) C S(G) je mnozina vsetkych automorfizmov grafu G. Potom vie-
me, ze I'(G) tvori podgrupu S(G) a z Lagrangeovej vety dostéavame, ze |['(G)|
deli [S(G)], t.j. pocet tried rozkladu S(G)/r(c) je rovny G Kazda trieda
rozkladu je urcena ako ¢ o I'(G), kde ¢ je I'ubovolny prvok z S(G).

Ak uvazujeme kompletny graf na 2 vrcholoch, tak ten urcite obsahuje ako
podgraf polent hyperkocku FE,, rozmeru m. Ak berieme v tvahu len podmno-
ziny vrcholov kompletného grafu a podgraf je vrcholovo indukovany, tak vieme
urcit tento podgraf jednoznacne. Ak v8ak berieme v iivahu podmnoziny hrén,
tak sa skoro ukéze, ze podgrafov izomorfnych s polenou hyperkockou bude mat
kompletny graf viacero. Presnejsie vieme, Ze ak vezmeme Iubovolnii permuté-
ciu ¢ vrcholov polenej hyperkocky, tak kazda permutacia ¢ o I'(E,,) definuje
rovnaky podgraf ako ¢, ¢iZe roznych podgrafov bude len tol'ko, kolko je tried
S(Em)/r(Ey). Vieme, ze |S(Ey)| = V(E,)! = (2™)!. Na urcenie poctu tried
potrebujeme eSte poznat pocet automorfizmov grafu E,,. To nam urci nasledu-
juaca veta.

Veta 2.26. Nech n € N. Pocet symetrii polenej hyperkocky E,, je prdve
ID(E,)| = 2"t =81-n=1l (5 4 1)1

Doékaz. Nech ¢ € T'(E,). Nech o € V(E,,). Uvazujme podgraf (i)Efl*n). Kedze
© je automorfizmus, tak obraz lubovolného podgrafu musi byt izomorfny s da-
nym podgrafom. Z lemy 2.13 vieme, Ze (Z)Efl* ) n+1. Oznaéme H obraz

podgrafu (‘Z)Efl*n) v zobrazeni ¢, t.j. vieme, ze plati V(H) = { ¢(v) | v €

V((i)Efl*n)) }. Zo spomenutej vlastnosti ¢ vieme, ze H = (i)ESL*n), Cize aj

H = K,+1. Ak n # 3, tak na zéklade vety 2.18 dalej plati, Ze existuje o/, 3
take, ze H = (i),Eﬁ . KedZe vsak musi platit, ze #.(8) = n, tak g = (x").

Nech g je izomorfizmus zo vztahu H =2 (i)Efl*n). Potom pre v € (i)ESL*n),

vidiet, ze ¢(v) = ¢g(y). Nech 9 je permutacia vrholov grafu K, i taka, Ze
S cp;,l 0 @ © Yo Potom plati, Ze ¢(v) = pa,ar,4(7). To je viak zrejmé, lebo
e(7) = eu(7) = pur o (9o 091 © Pa) © 03" = Paalp:

Mozeme pouzit lemu 2.25 pre ¢, o a dostdvame, Ze existuje automorfizmus
¢’ taky, ze pre vektory v € (i)Efl*n)7 plati ¢'(v) = @a,ar (7). Z predoslého
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odstavca ale vieme, Ze pq.o0(7) = ©(7), ¢ize aj ¢(v) = ¢'(7). Na zaklade
toho mozeme pouzit lemu 2.24 a dostéavame, ze pre kazdé v € V(E,), plati
e() =¥ (1), ti p=¢.

Z toho vyplyva, Ze ak si fixujeme «, da sa k I'ubovolnému automorfizmu
jednoznac¢ne priradit o' a 1. A naopak ak zoberieme Iubovolné o/, v, tak
vieme jednozna¢ne uréit automorfizmus. Z lemy 2.23 dostédvame, Ze ak n > 2,
tak mnozina dvojic (o/,1) ma prave tolko prvkov, kolko je spdsobov vyberu
o/ € V(E,) a1 nezavisle. Z uvedeného vztahu jednozna¢nosti medzi mnozinou
dvojic (¢/,1) a mnozinou automorfizmov I'(E,) vyplyva, Ze

ID(En)| = I{ (o, ) | &' € V(En) }| =2"(n+1)!

kedze pocet prvkov v V(E,) je 2" a pocet permutécii n + 1 prvkovej mnoziny
je (n+ 1)l

Ostéava nam rozobrat Specidlne pripady. Ak n = 3, potom n+1 = 4 a z vety
2.18 vyplyva, ze H = (i),Efl*n) alebo H = (1)EQB, alebo H = (22E§/. Kedze
v8ak FEj3 sa ligi od kompletného grafu Kg len tym, Ze neobsahuje 4 navzijom
nesusedné hrany, tak pocet symetrii vieme vypocitat aj inak a Tahko sa modZeme

presvedcit, ze |T'(E3)| = —S5— = 384 = 244! = 2"+ (n 4+ 1)\
a1 31212131
Ak n =1, potom plati, ze Fy = Ko, a teda pocet symetrii mézeme pocitat

ako: [T'(Ey)| =2 =2"121 =271 (n 4 1),
Tym sme Gplne dokézali uvedené tvrdenie. O

2.5 Pocty podkociek

Ostava nam eSte urcit pocty jednotlivych podkociek podla pripadov. Na dal-
Sie pouzitie si zadefinujeme mnoziny uvazovanych podkociek a popiSeme ich
velkost.

Definicia 2.27. Nech m,n € N; m < n. Mnozinou VE,,, resp. P E,,, resp.
GE,,, resp. WE,, budeme rozumiet mnozinu vietkych podgrafov (1)E§1, resp.
(QZ?E,%, resp. @Eﬁl, resp. (i)E,% pre Tubovolné B € {0,1,*}" také, ze #.(0),

i €{0,1}, resp. a € V(DED), t.
WE, ={ WE} | B {0,1,%}" }
@ E, ={®E | 8e{0,1,%", i {0,1} }
OB, ={YEL | 8€{0,1,%}", ac V(VEL)}
DWE, ={WES | B€{0,1,%}", ac V(VEL)}

Lema 2.28. Nech m,n € N; m < n. Pocet prvkov mnoZiny OE,,, resp. PE,,,
resp. A E,,, resp. WE,, je rovny:

VE,| = 2n_m<n> OF,| = 2n+1—m(n> BB, = DB, = 2n<n>
m m m
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Dékaz. 7 definicie 2.27 vidiet, Ze pocet prvkov jednotlivych uvazovanych mno-
zin bude rovny poctu moznych parametrov ich prvkov, t.j. poctu roznych 3,
resp. i, resp. Q.

Uvazujme [ € {0, 1, x}" také, ze #.(5) = m. Potom je zrejmé, ze takychto
vektorov mozeme vybrat prave 2™ (;2)7 pretoze vyber vykondme vyberom
pozicii *, tie mdéZeme vybrat (:1) sposobmi a doplnenim ostatnych sturadnic
Tubovolnymi hodnotami z {0,1}, t.j. ich vyber vykoname 2"~™ sposobmi.
Spolu dostédvame uvazované 2"~™ (:1) Formaélne sa to ukize v d'algej kapitole.
Z toho teda dostavame, ze |V E,,| = 2= (").

(

Ak uvazujeme grafy 23E,% pre Tubovolné i, nahliadnutim do definicie 2.9 si

staci uvedomit, ze kazdy podgraf (1)E£,i obsahuje préave dve podkocky druhého
typu, a to (2%E7€L a @Eﬂ. Na zéklade toho moézeme pocet podkociek tohoto
typu vyjadrit ako |DE,,| =2 x [VE,,| =2 x 2= (") = 2ntl-m(").

Ak uvazujeme grafy (i)Ef,i, tak naviac plati, Ze o € V(<1)Eﬂ). Podla lemy
2.7 vieme, ze VED = E,,, t.j. mozeme tvrdit, Ze |V(WES)| = |V(Ep)| = 2™.
Na zéklade definicie 2.11 potom vieme, Ze kazd4 podkocka <1>E£,i obsahuje prave
2™ podgrafov (
moézeme vypoditat ako |3 E,,| = 2|V E,,| = 2man=m (") = 27("). Rovnako

n n
m m

i) Eﬁl, t.j. pre kazdé a. Z toho vyplyva, ze pocet tychto podgrafov

aj v pripade grafov (i) EZ moézeme ich pocet vyjadrit ako |YE,,| = 2" (:1) O
Veta 2.29. Nech m,n € N. Pocet podgrafov polenej hyperkocky E, vrcholovo
ndukovaniych izomorfnijch s polenou hyperkockou E,, je rovny

sn=2 (0 30)+ 2 (")
’ m+1 2m

Dékaz. Na zaklade liem 2.7, 2.10, 2.13 a 2.14 vieme, 7e E,, = WES B, =
(23E§1 41, Kom = (Z) 2ﬂm_1 a Kom = (i)EQBm. Ak uvazujeme vrcholovo induko-
vané podgrafy, to znamena, Ze ur¢enim vrcholov ur¢ime aj hrany, t.j. podgrafy
sa povazuju za rovnaké, ked maju rovnakt mnoZzinu vrcholov. To znamena, Ze
z toho, ze |V (Kam)| = |V (En)| a z faktu, ze kazdy graf je podgrafom kom-
pletného grafu na jeho mnozine vrcholov, budeme povazovat kazdy podgraf F,
izomorfny s Kom za prave jednu polent hyperkocku.

Na zéaklade toho méZzeme povedat, Ze
Snan = [V Em| + [ Epi1| + [ Eym 1| + |4 Eym|

Na zéklade lemy 2.28 vieme potom tento vztah pisat ako

_ on—m n n+1—(m+1) n n n nf T
Sum =2 (1) 42 o)+ 2 () +2 (o)
i) ()
m+1 2m

¢o sme cheeli dokazat. O
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Veta 2.30. Nech m,n € N. Pocet podgrafov polenej hyperkocky E, hranovo
idukovanych izomorfnijch s polenou hyperkockou E,, je rovny

_ |
() _ gn-m(MH1Y) 1) (n —m)
Spm (m 1) | T e — a1 1))

Doékaz. 7 dokazu predoslej vety vieme, ze pocet vrcholovo indukovanych pod-
kociek je rovny 2"~ [(:;11) +2m (712',‘; )} Z dokazov liem 2.7, 2.10 vieme, Ze
podgrafy prvého a druhého typu obsahuju len hrany, ktoré patria prislusnej
polenej hyperkocke, t.j. Tubovolny vyber vrcholov z V(E,) totozny s jednym
z podgrafov prvého resp. druhého typu odpoved4 prave jednému vyberu hran
z E(E,) totoznému s mnozinou hran tohoto podgrafu. Avsak na zéklade liem
2.13 a 2.14 toto neplati o podgrafoch tretieho, resp. stvrtého typu. Tie totiz ob-
sahuju hrany medzi vSetkymi vrcholmi. Bude nés teda zaujimat, ktoré vybery
hréan prislusnych kompletnych podgrafov buda obsahovat polent hyperkocku.

Ak uvazujeme graf polenej hyperkocky FE,,, tak vieme tento graf zakres-
lit do kompletného grafu na jeho mnozine vrcholov prostym doplnenim hrén
medzi v8etkymi vrcholmi. Oé¢islujme si Tubovolne, ale pevne vetky vrcholy
grafu E,,. Ak zpermutujeme mnozinu jeho vrcholov a fiou aj prislusnd mno-
zinu hran, dostaneme graf s rovnakou mnoZinou vrcholov, ale s potencidlne
inou mnozinou hran. KedZe uvazujeme hranovo indukované podgrafy, budeme
povazovat Tubovolné dva podgrafy za totozné, ak budt mat totoZné mnoZiny
vrcholov aj hran. Bude nas teda zaujimat, ktoré permutéacie vrcholovej mnoziny
budi indukovat zhodné mnoziny hréan a ktoré budu indukovat rézne. Vieme,
ze permutacie vrcholov grafu E,, (ozna¢me S(E,,)) tvoria grupu vzhladom na
skladanie. Vieme taktiez, Ze podmnozina tychto permutacii, ktoré zachovava-
ji mnozinu hran (ozna¢me I'(E,,)), tvori podgrupu. Cize ak budeme poznat
pocet prvkov grupy I'(E,,), vieme ur¢it aj pocet roznych permutécii vrcho-
lov, ktoré indukujt rézne mnoziny hran. Na zaklade poznamky pred vetou
2.26 potom vieme, Ze pocet tychto permutacii bude ‘ligg’:;‘l KedzZe vieme, Ze
V(En) = 2™, tak vieme aj, ze |S(Ep)| = (2™)!. Na zéklade vety 2.26 vieme
tiez, ze |T'(Ey,)| = 2m-=1U+m=3](; 4 1), Zhrnutim tejto avahy dostéavame,
7e kazdy podgraf F,, izomorfny s kompletnym grafom Ksm urcuje prave

2m)!
om—[m=1]+[m=3] (m + 1)!

roznych hranovo indukovanych podgrafov izomorfnych s F,,.
Na zaklade dokazu predoslej vety a vySSie uvedenej Givahy dostavame, Ze
pocet podgrafov E, hranovo indukovanych izomorfnych s E,, je

(2m)!
om—lm=1+[m=3] (ry, 4 1)]

S0 = VBl + [ B | + (19 By 1| + | Eym)

n,m

Pouzijeme lemu 2.28 a dostavame:

0 g [(FTY  gn (41 ") _
Sn,m 2 |:<m_'_ 1) +2 ( om om+[m=3]—[m=1] (m_|_ 1)!
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g [(nH1 (n + 1) e mem)]
=2 [(m—i- 1) * (2m)(n — 2m + 1)1 2lm=3]=[m=1] (i, 4 1)! (n—m)!] B

—mfn+1 (n —m)!
= gn-m 1
(m + 1) [ * 2m=3]-[m=1](p, — 2m 4 1)!}

0

2.6 Uplnost typov podstruktur

Na zaver dokdzeme, Ze jediné podgrafy polenej hyperkocky F,, izomorfné s po-
lenou hyperkockou rozmeru m su iba tie, ktoré boli blizSie popisané v tejto
kapitole.

Lema 2.31. Nechn € N. Nech a, o/ € V(E,) také, Ze |a—d/| = 3, t.j. existuju
LU také, Ze o/ = o+ e + ey + epr. Potom

Ng,(v+ e,y +er,y+en,y +e,y +ep,y +er) ={7,7}

Dékaz. Je zrejmé, Ze plati Ng, (y+ep,v+ep,y+ep,y +e, v +ep, v +ep) =
Ng,(y+e,v+er,y+en)NNg, (v +e,7 +ep,y +en). Lahko sa presvedéime,
ze Np, (y+e,v+er,v+er) ={v,Y}U{v+er | k£ ,k #U',k #1"}. Rovnako
aj Ng,(v' + e,y +er,y +ew) = {v,YTUu{y +ex | k# Lk #Uk#£1"},
z ¢oho dostavame hladané tvrdenie. [l

Lema 2.32. Nech m,n € N; m <n. Nech o, si lubovolné dva izomorfizmy
z grafu polenej hyperkocky E,, do E,. Nech o € V(E,,). Ak pre kazdé ~ také, Ze
ly—al <2, plati p(v) = ¢'(7), potom pre vietky v € V(Ey,) plati () = ¢’ (7).

Dokaz. Indukciou vzhladom na vzdialenost |y — «| = k. Nech k& < 2. Potom
z predpokladov lemy vyplyva, Ze ¢o(v) = ¢’ (7).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky v také, ze |y —a| < k; k > 2.
Nech v je také, ze |y — | = k 4+ 1. Nech 1,1’ 1" st také, ze |y + e, + ey + ey —
al = k —2. Kedze |y — «| > 3, tak také [,1’,1” musia existovat. Oznaéme si
’}// =v+e +ey+ep.

Uvazujme mnozinu X = {y +e;,v+ ey, v+ e,y + e,y + e,y + e}
Potom na zéklade lemy 2.31 plati, ze Ng, (X) = {v,7'}. Pouzitim lemy 2.20
dostavame, Ze plati: ¢(Ng, (X)) = Ng, (o(X)) a ¢'(Ng,, (X)) = Ng, (¢ (X)).
Lahko preverime, Ze pre kazdé 7" € X, plati [/ —«a| < |4/ —a| +2 = k,
kedze |y — a| = k — 2. Na zéaklade indukéného predpokladu pre v € X
potom plati, ze p(v") = ¢'(v"). Z toho vyplyva, Ze p(X) = ¢'(X), a teda
N, (9(X)) = Nis, (¢ (X)), @iz 2] (N, (X)) = ¢'(Ng, (X)), a potom teda

{e(1), ()} ={¢' (), ¢'(V)}

Z toho, ze @, ¢’ st izomorfizmy, vieme, Ze su to aj injektivne zobrazenia, a teda
z toho, Ze v # /', vyplyva, Ze p(v) # p(7') a ¢'(v) # ¢’ (7). Pouzitim in-
dukéného predpokladu pre 4" dostavame, Ze p(v') = ¢'(7'). Z oboch uvedenych
faktov vyplyva, ze kedze plati {p(7), o(7v')} = {&' (7), ¢’ (7))}, potom vieme, Ze
{e(7)} ={¢'(7)}, a teda p(v) = ¢'(7), ¢o sme cheeli dokazat. O
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Veta 2.33. Nech m,n € N. Nech H je lubovolny podgraf polenej hyperkocky
E,, izomorfny s polenou hyperkockou E,,. Potom existuje 3 € {0,1,x}", resp.
i € {0,1}, resp. & € V(E,) také, zZe H = W ES alebo H = (2) o alebo

i m4+1-
H=%ES |, alebo H="E],.

Dékaz. Najprv nacrtneme ideu dokazu. Pre pevne zvoleny vrchol vykonédme
rozbor vsetkych pripadov pre obsah mnoziny Ng, (¢(«)). Potom pouzijeme
lemu 2.32 pre ¢ a vhodne zvoleny iny izomorfizmus. Ukizanim, Ze st totozné
dostaneme hladané tvrdenie.

Najprv nech m < 2, potom F,;, = Kom. MbdZeme teda pouzit vetu 2.18
a dostavame tym platnost dokazovaného tvrdenia.

Predpokladajme, teda Zze m > 4 (pripadu m = 3 sa nebudeme 3pecialne
venovat, kedZe sa da preverit aj uplnym preberanim).

Vezmime Tubovolny pevny vrchol o € V(E,,). Nech ¢ je izomorfizmus z E,,
do H. Uvazujme mnozinu X = (i)Ef;fm) ={a}U{a+e; | ke {l,...,m}}.
Z lemy 2.13 vieme, ze X = K,,41. Z toho, Ze ¢ je izomorfizmus naviac vieme,
ze p(X) = Kyyy1. Pouzijme vetu 2.18 pre ¢(X) a uvazujme dva pripady.

Nech p(X) = C?Eg“ pre nejaké B. Nech najprv v = p(a). Potom plati,
ze o(X) = {p(a)} U{p(a) + ek | Bx = x}. Definujme funkciu v nasledovne:
(k) =1 <= pla+e;) = p(a)+ ¢. Kedze ¢ je izomorfizmus, tak je to aj
injektivne zobrazenie, a z toho ziskame, Ze 1 je tiez injektivne.

Uvazujme vrchol o/ = a + eg + eps pre nejaké k # k'. Je zrejmé, ze o/ €
Ng,, (o, + e, a + epr). Z lemy 2.20 dostavame, ze p(o) € Ng, (o(a), (o +
er),plater)) = Ng, (7,7 +eym): v Hegw)) = {v+e | L# k), 1#P(E)}U
{7 +epw) +ep@)}- Podobne uvazujme o = o+ ep + e pre k # k", k" # K
a dostavame, ze p(o") € {y4e; [ 1 £ P(k), 1 # p(E")} U{y + eypw) + ep@n }-
Predpokladajme, ze ¢(a') = y+ey) teymwy a (@) = y+ep, kde l # (k), 1 #
w(l{?”). Poéitajme: |cp(o/)—30(0//)] = |’)’+€w(k)+€¢(k/)—’7+€l’ = |€¢(k)+€w(k/)+
el]. Kedze |/ —a"| = 2 a ¢ je izomorfizmus, vyplyva z toho, Ze |p(a/)—p(a”)] <
2. Aby bola splnena tato podmienka, musi platit, ze [ = ¥(k'), kedze plati, Ze
I £ k), (k) # (k). Dalej uvazujme vrchol o = a + ej, + epn, kde
k#EK" K" #kK ak" #FK'. 7 podmienky m > 4 taky vrchol musi existovat.
Ak p(a™) = v+ eyr) + ey, tak podobne ako v predoslom pripade z toho,
ze |o” — &' = 2, musi platit, ze | = ¥(k"), ¢o vSak nemoze platit zéroven
s podmienkou, 7Ze | = ¥ (k'), lebo 1 je injektivne. Ak naopak p(a’’) = v + ey,
kde I' £ (k) al # (K"), potom z podmienky, Ze |o/ — | = 2, musi platit,
ze I = (K'), z toho potom spolu s podmienkou | = ¥ (k') vyplyva, ze | = ',
a teda @(a) = ('), o je vsak spor s injektivnostou (.

Z predoslého rozboru vyplyva, Ze bud pre vetky k' # k plati, Ze p(a+ex +
er) = Y+ eyk) T ey alebo pre vietky k' # k plati, ze p(a+ex+ep) = v +ey,
kde I #£ (k) a l # (k).

Nech p(a+eg+er) = y+epw)+eyw). Kedze vieme, ze By, = mEﬁl, oznac-
me odpovedajtci izomorfizmus z lemy 2.7 ako ¢’. Oznaéme o = (¢')~1(7).
Uvazujme zobrazenie ¢q o4 z definicie 2.22, kde dodefinujeme 1(0) = 0. Na
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zéklade lemy 2.25 existuje automorfizmus ¢” taky, ze ¢"(a) = o/, ¢"(a”) =
Pa,ar (@) ak |&” —a] < 1 a naviac z dokazu tejto lemy vieme, Ze plati
(" tepter) = " (" +er)+¢" (o +ep ) —¢" () pre Tubovolné . Uvazuj-
me zobrazenie " = ¢’ o ¢”. Potom plati, ze ¢ (a) = ¢’ (¢"(a)) = ¢’ (/) =~
a " (a+ep) = (P"(a+ter) = ¢ (@ +epw)) =7+ ey (vid. dokaz lemy
2.7) a ¢"(a+ e +ew) = QP (atep +en)) = P+ ey T epur)) =
Y + eyr) + epry- Nakoniec pouzitim lemy 2.32 pre ¢ a ¢ dostdvame, Ze
o =¢" ateda H=@(Ey)=¢"(En)=VED, tize H=VED.

Nech naopak p(a + e + er) = v+ ¢, kde | # (k) al # (k). Potom
pre vietky o/ € V(E,,) také, ze |o' — a| < 2, plati, ze p(/) € {v+¢ |l €
{1,...,n}}. Uvazujme graf (i)Egn_l pre také ', Ze ak existuje o, [0/ —a| < 2
také, ze p(a’) = v + ey, tak B = *, t.j. aby (o) € (i)Egn_l. Kedze tento
graf je izomorfny s kompletnym grafom na 2™ vrcholoch, mézeme si zvolit také
zobrazenie ¢’ z E,, do (3)E§Tln_1, ze () = p(d) pre |[o/ — a| < 2. Pouzitim

lemy 2.32 pre ¢ a ¢” dostavame, ze ¢ = ¢, a teda H = (3)E2ﬁ:n_1.
Analogickym spdsobom sa da urobit rozbor aj pre pripad, kedy v # ¢(«),
a potom plati bud H = M ES alebo H = (i)EQ’Bm_l pre nejaké (3.

Nech ¢(X) = @Eﬁl 41 pre nejaké 3. Opit analogickym sposobom mozeme
ukazat, ze bud pre vietky k # k' plati o(a + e + ex) = 7 + epu) + ey,
kde (k) =1 < ¢(a+er) =+ e + ey al je pevné pre vietky k, alebo
pre vietky k # k' plati p(a + ex +ep) = v+ € + ey, kde | # 1. Potom sa
da dokéazat, Ze v prvom pripade plati, ze H = (21.)ET€L+1, kde i = |y| (mod 2)
a v druhom pripade plati, ze H = (?Egrln, kde 4 = v+ ¢; a 3 je nejaké.

Spojenim vSetkych pripadov rozboru ziskavame hladané tvrdenie. [l
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Kapitola 3
Algebraicky popis Struktiry

V nasledujicej kapitole ingym spésobom popisSeme podstruktiru polenej hyperkoc-
ky E, a Specidlne pomocou tohoto popisu vycislime velkost prieniku podgrafov
prvého typu.

3.1 Relacie a podmnoziny

Definicia 3.1. Pod rozsirenym priestorom vrcholov V,* O V,, = V(E,,) budeme
rozumiet mnoZinu V,* = {0, 1, %} U{_L}. Prvkom tohoto priestoru (s vynimkou
1) budeme hovorit vektory, rovnako ako v pripade prvkov V,,. Pre vektor
B € V¥ budeme rozumiet symbolom f; i-td stiradnicu tohoto vektora, t.j. 8 =

(517/627‘ .. 7671)

Je intuitivne vidiet, ze prvky V,* st zvolené tak, aby reprezentovali tzv.
masky vektorov, pomocou ktorych sa definovali prislusné podmnoziny vrcholov
E,. K formalnej definicii spominanych podmnozin potrebujeme esSte Specialne
usporiadanie z nasledujicej definicie.

Definicia 3.2. Relaciou < na prvkoch z V' rozumieme taki relaciu, ktora
splha nasledovné podmienky:

i) (vseV") Lgp
(i) Bsl=p=L
(i) Va£L)(VB#L) a8 (Vie{l,...n}) a; = B; V B; = *

Je zrejme vidiet, Ze takto definovana relacia na V' je reflexivna, antisymet-
rickd a tranzitivna, t.j. jedna sa o Ciasto¢né usporiadanie. Je taktiez vidiet, Ze
obsahuje najmensi prvok (prvok ).

Na zaklade predoslého je mozné vyslovit definiciu (a neskor aj dokaz jej
korespondencie s naSou intuiciou) podkociek (vo vSeobecnosti podgrafov) E,
definovanych pomocou masky (.
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Definicia 3.3. Symbolom E(f3), kde § € V¥, budeme oznacovat mnozinu vek-
torov z Vj,, ktora je “mensia” od 8 s ohladom na usporiadanie <, formélne

E(B) = {a € Vyla < B}

Uvedent definiciou mozno demonstrovat na priklade: Nech 5 = (0,1, %, *, 1).
Potom E(B) = {(0,1,0,0,1),(0,1,0,1,1),(0,1,1,0,1),(0,1,1,1,1)}.

Podobne nech 3 =1. Potom E(3) = E(L) = (), pretoze z podmienky (ii)
v definicii < vyplyva, Ze jedinym prvkom V', ktory spliia podmienku 3 <L je
B =1 a ten nepatri V,, (L& V).

Definicia 3.4. Pre dané § € V,* definujeme hodnotu D(f3), ktora bude uréena
nasledovne:

(i) 8 =1= D(B) = —o0

(ii) B #L= D(B) = [{i|8; = =}|
Hodnotu D(f) pre dané 3 budeme nazyvat radom vektora f3.

Ako je vidiet, funkcia D(/3) definuje pocet * vo vektore 3. Z toho vyplyva,
Ze napr. vsetky vektory a € V,, majia rad 0 (D(«) = 0) a taktiez, Ze rad daného
vektora bude urcovat aj rozmer podgrafu tymto vektorom urceny.

Teraz uz moézeme pristipit k dokazu koreSpondenie E(3) s mnozinou vek-
torov mEﬁl definovanej v predoslej kapitole.

Veta 3.5. Pre kazdé 3 € VX A D(B) =m Am €N plati E(8) = VES,
Doékaz. Ako uZ z definicie vyplyva naSou tlohou je ukazat, Ze
VaeV,) a<xf<acWVE?

Nech o < 3, potom z definicie (Vi € {1...n}) a; = 3; V 5; = *. Mnozina
(I)Eﬁl je definovana tak, Ze prvok a € (1)E£,i vznikne nahradenim vSetkych
symbolov * prvkami z {0,1}. Z toho zrejme pre dané « vyplyva, ze bud plati
a; = (3, potom (; # *, lebo o € V,, alebo plati 3; = %, potom je «; € {0,1}.
7 toho jasne vyplyva, ze vektor « je na miestach, kde §; # * totoZzny s 3 a na
ostatnych miestach je lubovolny, ¢im je vidno, Ze sa d& vytvorit z 8 doplnenim
prvkov z {0, 1} na miesta 3; = * a tym je ukazané, ze a € WES.

Naopak nech o € <1>E£,i. Potom sa da vytvorit z $ doplnenim prvkov z {0, 1}
na miesta, kde 3; = x. Z toho, ale vyplyva, Ze ak (; # %, potom «; = ;. To je
ekvivalentné podmienke a; = 3; V 3; = %, pre lubovolné i € {1...n}, ¢o sme
potrebovali dokézat. O

7 dokazu je vidiet, Ze relacia < je rozsirenim vztahu medzi vektormi z V,
a “maskami”; tak ako boli definované v predoslej kapitole. Toto rozsirenie cha-
rakterizuje nasledujiica veta:

Veta 3.6. Pre lubovolné dva vektory g1V, 52 ¢ v plati B < P vtedy a len
vtedy, ked E(fM)) C E(5?).
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Dokaz. Nech ) < 3@ Vezmime Tubovolné a € E(3M). Potom zrejme
a < W, Z tranzitivity relacie < potom vyplyva, ze o < ), ize a € E(B(Q))7
t.j. plati, ze E(M) C E(®).

Naopak nech E((1)) C E(8®). To znamena, 7e pre kazdé o < ) plati
a < 8@, Pripad, ze B =1 alebo 83 =1 trivialne plati. Predpokladajme,
7e BN #£1 a ® #£1. Predpokladajme, Zze S % 33 Potom vychadzajic
z definicie existuje j také, ze ﬁ](-l) # BJ@) /\BJ@) # *, t.j. existuje a € {0,1} take,
ze ﬁ](-2) = a. UkadZeme, Ze to vedie k sporu.

Predpokladajme najprv, Ze ﬁ](-l) =bec {0,1} a b # a, kedze BJ@ * ﬁ]@).

Vezmime také o, ze a < 3. Potom podla definicie plati, ze aj = Bj(l) \%

ﬁj(l) = x. Ked7ze BJ@ = x, musi platit prva z podmienok. Potom ale plati, Ze
aj = Bj(-l) =b#a= ﬁ](-z) A ﬁ](-z) #+ %, z ¢oho vyplyva, 7e o £ B2, o je spor
s predpokladom.

Predpokladajme naopak, Ze ﬁ](.l) = . Podobnym spésobom vezmime vhod-
né o < . Kedze ﬁ](-l) = x, plati potom, Ze a; je ubovolné, t.j. o; € {0, 1}.
Nech teda o = b také, Ze b # a. Potom analogicky dostdvame spor, lebo plati,
e a £ P,

Na zéklade vykonaného rozboru moézeme usadif, Ze musi platit, ze 8V <
B3 ¢o sme cheeli dokazat. O

3.2 Operacia prieniku

V dal%om budeme potrebovat realizovat nejakym spésobom prieniky podko-
ciek (vo v8eobecnosti podgrafov) E, pomocou nejakého algebraického aparatu.
Zadefinujeme si preto binarnu operaciu ) ® 8 na prvkoch g, 52 ¢ v,
ktora by odpovedala prieniku podgrafov E(8) N E(3?).

Definicia 3.7. Ciasto¢nou binarnou operéciou - nad {0, 1, %} budeme rozumiet

Glastoénu funkciu definovana tabulkou:

0
1
*

Lahko vidiet, Ze uveden4 operécia sa da definovat aj inym sposobom a to
nasledovne:

a-b=c<=(a=b=c)V(a=*«Nc=b)V(b=xANc=a)

Z uvedeného je zrejmé, Ze takto definovana operacia je asociativna, komutativna
a mé jednotkovy prvok x. Operaciu - pouZijeme na konstrukciu operacie ®, od
ktorej ocakavame vyssie uvedené vlastnosti.

Definicia 3.8. Binarnou operaciou ® budeme rozumiet funkciu V) x V¥ — V.*
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definovani nasledovne:

ﬁn@gm:{ﬁﬁ (vi e {1...n}) 60 5 = 5
L inak

Nahliadnutim do predchédzajicej definicie vidiet, Ze vlastnosti - sa prenasa-
ju aj na operaciu ©, takze sa da ukazat, Ze dané operacia je asociativna, komu-
tativna a mé aj jednotkovy prvok ™ = (x,*,...,%). Tieto a d'alSie jej vlastnosti
intuitivne koreSponduju s vlastnostami operacie N na mnozinach (v nasom pri-
pade §pecialne na mnozinach E((3) vektorov definovanych vektorom 3). Je teda
ocakéavatelné, Zze bude existovat priama korespondencia medzi operaciami ® a N.
Tato vlastnost ® popisuje nasledujiica veta.

Veta 3.9. Pre vsetky vektory pV), 52 ¢ V> plati
BE() nE(E) = B(8Y © 52)

Doékaz. Problém si rozdelime na dva pripady:

V prvom pripade predpokladajme, Ze L © B3 =1. Na z definicie musi
existovat j € {1,...n} také, Ze neexistuje c take, ze ﬁj(-l) : ﬁ](-z) = ¢. Na zéklade
definicie operacie - moZzeme usidit, Ze 6](-1) + ﬂj@ a ﬁj(-l),ﬁj(-z) € {0,1} (vid.
tabulka operacie -).

Nech o € E(BM) a zaroven o € E(8®?). Potom o < M Aa < @), Z toho
ale vyplyva, Ze a; = A1) v A1) = x a tiez a; = 87 v B1? = x. Z predoslych
predpokladov vidiet, Ze druhé z podmienok v disjunkciach neplatia, musi potom
platit a; = Bj(l) * BJ@) = . Co je spor s predpokladom, ze o € E(8M) N
E(B®). Cize E(BW) N E(BP) =0 C B(BY o 53).

V opatnom pripade z toho, ze E(L) = () uz trivialne vyplyva, ze E(3(M))N
E(B?) 20 =E(L) = E(BY © §®).

V druhom pripade nech s @ g2 = 3B) £1 . Potom podla definicie pre
vSetky ¢ plati, Ze 62.(1) -ﬁz@ = ﬁi(g). Nech a < 81 a o < @), Potom z definicie
pre kazdé i plati (o; = ﬁi(l) Vv ﬂi(l) =%) A (g = ﬂi@) Vv @(2) = %). Roznasobenim
a pouzitim definicie - (alternativnej) dostéavame:

(0 = B nai = BV (i = B A AP =) v

8= =p" > ai=p" B =B =a;

V(e =B npY = v (B = «n g2 =)

B8P =6 =a; B =4=p =p"

Z toho vidiet, Zze v Tubovolnom pripade z vyssie uvedenych plati, Ze o; =
ﬂi(g) v ﬁi(d) = %. A z toho priamo vyplyva, ze o < 3®) (vid. definicia <), t.].
a e E(B®) =E(pEY e pO).
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Nech naopak o € E(3(M) © 3)). Potom kedze BZ.(I) . BZ.(Q) = BZ@, vyuZijeme
definiciu operéacie -, roznasobime a dostavame:

B 67 = 9 (8 = P = gy v (B =+ A 5P = PV

v (8" =P AP =)
= (87 =gV v =) A (87 = 8P v B = %)

Z toho opét pouzitim definicie vyplyva, ze 33 < 1M A g6 < 32 Na
zéklade tranzitivity < a definicie E(8) potom plati, ze a € E(BW) A a €
E(3®). A to znamena, ze o € E(3M) N E(B?), ¢ bolo treba dokazat.

Spojenim oboch pripadov dostavame hladané tvrdenie. [l

Dosledok 3.10. Pre vsetky vektory 311, 52 ¢ V¥ plati
AL o R < M A g1 oA 4 O

Dékaz. 7 vety 3.9 vyplyva, ze E(6M) @ p®) = B(BM) n E(B®) C E(BW).
Potom z vety 3.6 priamo vyplyva 3 @ @ < 3 Analogicky aj pre pripad
80 o R 5 @, O

3.3 Definicia podstruktir pomocou prieniku

V dalgej casti si pomocou takto zadefinovanych operacii popiseme podstruktiry
E,, definované v kapitole 2.

Definicia 3.11. Symbolom B(a) budeme rozumiet mnozinu bodov sféry
v priestore V,, so stredom v bode a a polomerom 1, t.j. B(a) ={v||y—«a| < 1}.
Symbolom C'(a) budeme rozumiet mnozinu bodov obalu sféry v priestore
V,, so stredom v bode «a a polomerom 1, t.j. C(a) ={v | |y —a| =1}
Symbolom P; budeme rozumiet mnoZzinu vektorov priestoru V,,, ktorych
parita hammingovej velkosti je prave rovna i, t.j. P, = {7y | |y| =¢ (mod 2)}.

Na zéklade definicii 2.6, 2.9, 2.11, 2.12 sa d& jednoducho nahliadnut, Ze
platia tvrdenia v nasledujtcej leme:

Lema 3.12. Nech m € N a § € V. také, Ze D(3) = m. Potom plati:
(i) VE}, = E(3)
(ii) PIES, = E(8) N P, kde i € {0,1}

(iii) Q) ES = E(3) N B(a), kde a € E(B)

(iv) DEL = E(B)n C(), kde o € E(B)
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Uvedeny popis hladanych podstruktar E, nam umoznuje lepsie pochopit
struktaru E, a taktiez jednoduchym sposobom spoéitat velkosti prienikov tych-
to podstruktir. Na tento vypocet budeme potrebovat uvazovat vSetky mozné
kombinéacie typov podstruktir a na zéklade toho urc¢it pocet jednotlivych dvojic,
ktoré maji prienik istej velkosti. Pre vSeobecnost nebudeme uvazovat len pod-
struktury zodpovedajice E,,, t.j. rozmeru m, ale lTubovolnej velkosti. Hladané
hodnoty budt potom uz len Specidlnym pripadom.

V prvom rade je potrebné urcit prieniky zodpovedajice podstruktiram pr-
vého typu. Tieto st jednozna¢ne uréené svojimi vektormi s, 32 e V. Ako
bolo uz v predoslom uvedené prienik takéhoto druhu podstruktar je podstruk-
tara dana vektorom S ® 2. Otézkou zostava kolko existuje roznych dvojic
vektorov S, 82) € V* a akej velkosti st ich prislichajice prieniky.

3.4 Podmnoziny a ich velkosti

Lema 3.13. Pre kazdy vektor 8 € V;* plati vztah |E(B)| = 2P0,

Doékaz. Budeme postupovat indukciou vzhladom na D(f3). Specialne, ak 3 =1,
potom 2P¥) = 2= — 0 = || = |E(B)|]. Ak D(B) = 0, potom 3 € V, a je
zrejmé, ze E(B) = {8} (vyplyva to z definicie <). To znamena, ze 2P0 = 20 =
1= [E(9)).

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vietky g € V.*, také, ze D(3) < I
al > 0. Uvazujme také (3, ze D(3) = [ + 1. Potom existuje index k taky, Ze
Bk = *. Definujme vektory 8, 30 tak, 7e 8% = g = g, ak i # k a g =
0,5,(:) = 1. Z uvedenej definicie priamo vyplyva, Ze D(ﬁ(o)) = D(ﬁ(l)) =
D(B) —1=1. Je zrejmé, 7e ak a < (3, potom a = BO) alebo o < BN, Taktiez
je vidiet, ze E(B3©)NE(M) =0 (lebo dany vektor z F(3) ma k-t suradnicu
bud 0 alebo 1, lebo je vo V,,, takZe moZe patrit prave do jednej z uvedenych
mnozin). Z toho uz vyplyva, ze |E(8)| = |E(3D)| +|E(BM)|. A z indukéného
predpokladu pre 8, (1) dostavame, ze

|E(B)| = oD(B©) + 9D(BM) _ 9D(B)~1 4 9D(B)-1 _ 9D(B)
¢o bolo treba dokazat. 0

Lema 3.14. Pre kazdy vektor V) e V. existuje prdave 9D(BM)—d (D(ﬁd(l))) vek-
torov 8@ radu d, pre ktoré plati 2 < W, t.j.

|E4(BD)| = |{B@|D(BD) = d A B® 5 pD}| = 2PBD)—d (D(Z(l))>

Dékaz. Budeme postupovat indukciou vzhladom na D(B(1)) pre Tubovolné d
(d < D(BM)). Nech d = 0 a 1) je Iubovolné, potom pre kazde 52 takeé, ze
63? < B plati, ze patri do Vj, a teda patri do E(S()). Potom z predché-
dzajicej lemy dostavame |E°(3())| = |E(8M)| = 2D(BW) = 9D(BM)-0 (D(%(l))).
7Z toho vidiet, Ze tvrdenie plati pre D(ﬁ(l)) = 0 pre vietky d, kedze d < D(ﬁ(l)).
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V indukénom kroku predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vietky (1) a d,
také, ze D(BM) < I, kde I > 0. Uvazujme také 3V, ze D(BM) =1+ 1. Ak
d = 0, tvrdenie trividlne plati pouzitim predoslej lemy. Predpokladajme teda,
7e d > 0. Hladajme velkost E4(S(1). Z toho, ze D(M)) > 0 je zrejmé, ze
existuje k také, ze [5‘,9 = x. Uvazujme 2 pripady.

Nech ﬁ,(f) = . Potom z vektorov 3,83 odstranime k-ti sturadnicu.
Dostaneme vektory 3N, 332 € V* | také, ze D(BM) = 1, D(B®) = d — 1
a A1 < @, Z indukéného predpokladu pre S a 52 vyplyva, ze pocet
takychto vektorov je rovny |[E4 ()] = 2l=d+1 (dil).

Nech naopak [5‘,&2) = a € {0,1}. Potom podobnym sposobom, odstrane-
nim k-tej saradnice dostavame vektory g, 33 € V* | takeé, ze D(BM) =1,
D(F?) =da M g 3 (lebo sme neodstranili * z 3)). Pouzitim indukéného
predpokladu pre ) a 32 mozeme tvrdit, ze pocet takychto vektorov je rovny
2 x |[EYBW)| =2 x 2-¢(L) = 21=4+1 (1) (za kazdeé a € {0,1} jeden krat).

Spojenim oboch uvazovanych pripadov dostavame, ze

[BA(B)] = 2171 (1) 42171 () = 20402 (1) = 2P (PG)

¢o sme cheeli dokazat. O

7 tejto lemy priamo vyplyva, Ze velkost mnoziny (VE,, sa da taktiez urcit
ako: |VE,,| = |E™ ()| = 2n=m(n).

m

Lema 3.15. Pre lubovolny vektor o € V,, je velkost mnoziny vektorov f € V.*
rddu d takiyjch, Ze (8 = o rovnd prdve (Z), t.j.

i)l = 1610 = dna< 5} = ()

Dékaz. Indukciou vzhladom na n pre vietky d (d < n). Ak d = 0, kedze
D(B) = d = 0, tak pre lubovolné n plati, ze 5 € V,,, z toho v8ak vyplyva, Ze
musi platit 5 = a. Potom teda |ES(a)| = [{a}| =1 = (). Z toho vidiet, Ze
uvazované tvrdenie plati pre n = 0, pre Iubovolné d, kedze d < n.

Prepokladajme, ze tvrdenie plati pre vSetky n a d, také, ze n < [. Uvazujme
také n, Zen=1+1,tj. a €V apeVl,. Akd=0, tak tvrdenie plati,
lebo 8 = a a teda |E)(a)| =1 = (). Nech d > 0. Nech D(8) = d. Z definicie
< vyplyva, Ze o; = §; V B; = * pre kazdé i.

Ak «; = fB;, potom odstranime i-tu siradnicu z «, 3 a dostaneme vektory
acViafe V¥ také, ze a 5 B a D(B) = d. Pouzitim indukéného predpokladu
pre @, 3 dostdvame, Ze pocet vektorov 3 pre dané « je |E(a)| = (clz)

Ak B; = % potom analogickym postupom odstanime i-ti stradnicu a do-
staneme vektory @, 3, také, ze @ < f a D(8) = d — 1, lebo sme odstranili *
z 3. Potom pouzitim indukéného predpokladu dostédvame, Ze pocet takychto
vektorov 3 pre dané « je ]Eld_l(d)| = (dil).
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Spojenim oboch uvazovanych pripadov mozeme tvrdit, Ze pocet vektorov (3
pre « takych, ze 8 = a je rovny

|Ed(e)| = |EL ()| = |EH@)| + 1B @) = (&) + (L) = () = ()
¢o sme cheeli dokazat. O

Dosledok 3.16. Pre lubovolny vektor S e V. je velkost mnoZiny vektorov

B? e V¥ rddu d takjch, ze 3P = WY round prave |EL(BM)| = (Z:g((géiig)

Dokaz. Nech B3 = ). Nech D(5®) = d. Potom pre Iubovolné i plati,
ze ﬁi(l) = ﬂi@) \% ﬂi@) x. Ak 61 = %, potom aj ﬁ @) _ Z toho vyplyva,
7e mozeme z B, ﬁ( ) odstranit tie staradnice, pre ktoré ﬁ x. Dostéava-
me vektory A, 33 take, ze g e VoD B2 ¢ Ve DY’ s < @
a D(B(Q)) =d- D(ﬁ( )). Kedze M) e Va—p(p), modzZeme pouzit predchadza-
jacu lemu a dostéavame, Ze pocet takych B2 pre s, ze g2 » g1 je rovné

— d—D(3D) n—D(3M)
[BA(BD)| = [P 5(1);(5( | = (d—D((ﬁ(U)))' O

Po tychto niekolkych pomocnych tvrdeniach mézeme prejst k samotnému
urceniu poc¢tu dvojic vektorov z V* a ich prienikov.

Veta 3.17. Pre kazdé d velkost mnoZiny dvojic vektorov (ﬁ(l),ﬁ(z)), pre ktoré
DBV =my, D(BP) =my a D(BY © BP)) = d je rovnd prive

N 2n—d n ma n—m;i
- miq d mo — d
Dékaz. Nech ) = g @ @) D(BB)) = d. Podla dosledku 3.10 plati

63 < W 56 < 32 Potom podla lemy 3.14 plati, Ze existuje |[E™ (x")| =
2n—m (7:1) vektorov (1) a pre dany vektor () existuje | E4(B(1))| = 2m—d(™)
vektorov 8B, Podla definicie < plati, Ze ﬁi(s) = ﬁi(l) \% ﬁi(l) = % Ak
ﬂi(l) = @(3) = %, potom z definicie ® vyplyva, Ze 6,52) =% Ak x = [5‘1.(1) % @(3)7
potom plati, Ze ﬁi@) = ﬁi(g). Z toho dostavame, %e hodnoty vektora 83 na
stradniciach 7 takych, ze plati jedna z predoslych moznosti, s tym jedno-
zna¢ne uréené z dancho S a BB). Mozeme ich teda odstrz’mit’ z 33,56,
t.j. tie sturadnice ¢, pre ktoré ﬁi(l) = . Ziskame vektory 3, 3G take, ze
B3 € Vi, BP € V;_ml a zaroveii D(B®) = my — d. Na zéklade toho
a faktu, ze G < 8@ mozeme pouzit lemu 3.15 a dostavame, ze existuje

]E?Qm‘f(ﬁ(?’))] (" 2m1) vektorov 52, to znamena, Ze aj vektorov 52 pre 5O,
lebo tie dostaneme doplnenim odobranych sturadnic.
7 vykonaného rozboru vyplyva, Ze pocet dvojic vektorov (81, 3)) uvazo-

vanych v tvrdeni je moZzné urcit ako:

B | = B )| BB B2, (3] = 2074 () () (™)
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¢o sme potrebovali dokézat. [l

Désledok 3.18. Pre kazdé d je velkost mnoZiny Eéml’mZ) rovnd

(mi,ma)) _ ogn—d[ T mo n—ma
=2 () 7))

Dékaz. Rozpisanim predoslého vzorca podla definicie kombina¢ného &isla a zo-
skupenim vhodnych ¢lenov dostavame pozadovant rovnost. [l

(Na zaklade tohoto désledku budeme v dalsom uvazovat jeden alebo druhy
zapis podla toho, ¢o bude v danej situécii vyhodnejsie. )

3.5 Zjednotenie podstruktur

Podobne ako sme definovali operaciu prieniku podstruktir, mézeme definovat
operaciu, ktora bude pripominat zjednotenie, nebude v8ak plne korespondovat
so zjednotenim. Okrem toho zavedieme pojem vektorového obalu mnoziny,
Specidlnej najmensej nadmnoziny s istymi vlastnostami. Nakoniec poukéazeme
na vzajomni sivislost medzi oboma pojmami.

Definicia 3.19. Nech H C V,, je lubovolna podmnozina V,,. Potom pod mno-
zinou E(H) rozumieme najmensiu mnozinu prvkov z V,,, ktorda obsahuje H
a zaroven existuje 0 € V. také, ze E(H) = E(f). Mnozinu E(H ) nazveme vek-
torovy obal mnoZiny H. Symbolom D(H) budeme oznacovat dimenziu mnoziny
H definovanu ako D(H) = D() pre také 3, ze E(H) = E(().

D4 sa ukazat, ze pre kazdé § € V" je E(E(B)) = E(0), t.j. mnozina E(3)
je tzv. nasytena.

Definicia 3.20. Pod operaciou W budeme rozumiet binarnu operaciu na mno-

zine {0, 1,*} dand nasledujacou tabulkou:

0
1
*

* ¥ O
E e
ESE S

D4 sa opét nahliadnut, Ze pre uvedenii operéciu plati nasledujice:
abb=c<= (a=b=c)V(c=xANa#b)

Definicia 3.21. Pod operaciou U budeme rozumiet binarnu operaciu na mno-
zine V, splhajicu nasledovné:

BB (vie{1,...n}) gV wp® =¥

YWD ={ g1 @ =1 A gM 41
@ 1) =
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Lema 3.22. Pre kazdé dva vektory SV, 32 ¢ V¥ plati

E(ﬁ(l)) U E([B‘(Q)) C E(ﬁ(l) u 5(2))

Dokaz. Nech B3 = ) w 3. Tyrdenie pre pripad 3() =1 alebo @ =1 je
trivialne splnené. Nech teda 1) #£1 a ) £1. Z definicie U vieme, ze pre
kazdé ¢ plati: B,L»(g) = ﬁi(l) W ﬁi@). Pouzitim definicie W dostavame, Ze ﬁi(g) =
BZ-(I) = ﬁi@) \% (ﬁi(g) =% A B.(l) % ﬁi@)). Rozpisanim tohoho vztahu dostévame,
ze plati 61»(1) = @(3) V @(3) = %, resp. @(2) = 61»(3) Vv @(3) = *. To znamena, Ze
8L < B6) a taktiez B2 < ). 7 vety 3.6 potom dostavame, ze E(31)) C
E(B®) a B(3®) C B(B®), dize aj B(BM) U B(B) C E(3?), to sme cheeli
dokézat. O

Dosledok 3.23. Nech sV, 31 ¢ V¥, potom plati
B < My @ A B3 4 31y EA

Dokaz. 7 lemy 3.22 vieme, ze E(3M)) U E(B®) C E(ﬁ(l) W BR), cize aj
EBY) € E@BW v p?), tj. podla vety 3.6 aj 31 < M w3, Analo-
gicky aj B(Q) < ﬁ(l) w 6(2). O

Lema 3.24. Pre lubovolné vektory 3,31, 33 € V* plati

Y <A 8= pVus? <5

Dékaz. Nech ) = M) w g3, Lahko vidiet, ze pre pripad 8 =L je tvrdenie
platné, lebo potom B = 2 = 36) =1 Podobne aj, ak g ) =1 resp.
8@ =1 je B W B3 rovné B? resp. B, a teda tvrdenie plati. Nech teda
B #£L R L a B8 £L.

Nech ) < 3. Z lemy 3.6 potom vieme, ze E(6(3)) C E(#). Na
zéklade lemy 3.22 vieme, ze E(SM) U E(8®) C E(B®), takze plati aj
E(BM)YU E(B®) C E(8). Z toho mézeme usudit, ze plati: E(8M) C E(B)
a E(8®) C E(B), o znamena, 7e 1) < fa 83 < 3.

Nech naopak V) < 3 a 3@ < 8, to znamena, Ze pre kazdé i plati: ﬁi(l) =
GiV G = *x a ﬁi@) = 06; VB = *. 7 definicie U vieme, Ze ﬁi(s) = BZ.(Q) =
EONY, (5(3) =xA\pS; (1) # B 2)). Lahko potom Vidieﬁ, ze ked (3; # *, potom
sa mu51 G = ﬁ(l) B(Q), a teda aj 8B = @ = M) Vyplyva z toho, ze
B =B V B, S =, t.j. ) < B, o sme cheeli dokazat. O

Definicia 3.25. Nech E(H) je mnozina takych 3 € V¥, ze H C E(f), t.j.
EH)={p|peV,, HCEQ) }
Lema 3.26. Nech H C V,,. Potom plati
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Dokaz. Najprv nahliadneme, ze ak 3 € E(H) a ) € E(H), potom () @
B2 € E(H), pretoze potom H C E(fM) a H C E(3?), ateda H C E(3M)N
E(B®) = E(BY © 8?). Na zéklade toho, potom plati aj, ze (QBGE(H) B) €
E(H) (dalej uz len () 8). Podla dosledku 3.10 potom pre kazdé 3 € E(H)
plati, ze (O < (. Z definicie E(H) vieme, ze ak FE(H) = E(B)7 potom
(€ E(H). Z toho vyplyva, ze O3 < (. Z minimality § potom vyplyva, Ze
plati O = 3, ¢o sme cheeli dokazat. O

Veta 3.27. Nech H C V,,. Potom plati

O #=We

BeE(H) acH

Doékaz. (oznaéme si tvrdenie v tvare (O3 = Wa). Nech 3 € E(H). Potom
pre Tubovolné o € H plati o < (’. Niekolkonasobnym pouzitim lemy 3.24
pre vietky a € H dostavame, Ze Ua < ['. Ako vieme z dokazu predoslej
lemy plati, e (OB € E(H), z toho vyplyva, ze plati Ua < () B. Pouzitim
dosledku 3.23 pre vietky o € H dostavame, Ze o/ < U . Z toho ale vyplyva,
7e Ua € E(H), a teda aj OB < Wa. Z antisymetrickosti relacie < potom
vyplyva, ze () 8 = U a, ¢o sme cheeli dokazat. O

Dosledok 3.28. Nech H C V,, je lubovolny podgraf E,. Potom plati

E(H) = B(U) o)

aceH

Dékaz. Pouzitim vety 3.27 a lemy 3.26 dostavame hladané tvrdenie. [l

3.6 Dalsie vlastnosti

V tejto Casti uvadzame niektoré dalie vlastnosti, ktoré vzhladom na ich v8e-
obecny charakter st vhodné pre dalsie skiimanie $truktary E,,.

Lema 3.29. Nech o,/ € V,,. Nech I C {1,...,n}, nech J C I. Nech o/ =
a+ > crei. Nech € V,:. Potom ak

a, o € B(f) = (a+ Y _e;) € E(B)

jedJ

Dékaz. Nech o,/ € E(8),t.j. a < fad’ < (3. Pouzitim definicie < dostavame,
ze pre kazdé i plati: o = 5; V 5; = x, o) = 3; V 3; = *. Nech i € I. Potom
je zrejmé, ze (; = *, pretoze a; # ). Nech J C I. Nech o/ = a + ZjeJ e;.
Z toho vieme, Ze aj pre kazdé j € J plati, Zze B; = *. NavySe ak j € J, tak
a;-’ = ;. A z toho, Ze pre kazdé i plati a; = [; V f; = *, potom plati aj
o = BV ;i = %, ¢o je ekvivalentné so zapisom o’ < 3, resp. " € E(f), ¢o
sme chceli dokézat. O

Lema 3.30. Nech € V,*. Nech o,/ € E(f). Potom |a — o/'| < D(5).
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Dékaz. Predpokladajme, Ze existuju také a,a’ € E(B), ze |a — /| > D(f),
t.j. existuje I C {1,...,n}, |I| > D(B) také, 7ze o/ = o+ Y ;€. Z dokazu
predoglej lemy je vidiet, Zze pre kazdé ¢ € I plati, ze 3; = *. To znamené, Ze
pocet * vo vektore (3 je aspon |I|, t.j. D(B) > |I|. A to je spor, pretoZe sme
predpokladali, ze plati: |I| > D((). Teda musi pre kazdé a, o’ € E(() platit,
ze |a — /| < D(f), ¢o sme cheeli dokazat. O

Definicia 3.31. Nech 8 € V;;. Potom symbolom Iz budeme rozumiet mnozinu
vSetkych indexov sdradnic §, ktoré maji hodnotu *, t.j.

Ip={i]Bi=x}
Lema 3.32. Nech 8 € V). Nech J C Ig. Nech o € V,,. Potom
a € B(f) = (a+ Y e) € E(B)
Jj€J

Dékaz. Staci dokazat, ze o/ = («a+ Zi€[5 e;) € E(B). Tvrdenie potom vyplyva
z lemy 3.29. To vSak ocividne plati, pretoze, ak ¢ € Ig, tak 3; = x a ak
i & Ig, tak oy = o, a naviac z faktu, ze a € E(f), t.j. o < 3, dostavame, Ze
(Vi) : o, = B; V Bi = , t.j. o X [, atedad’ € E(f), ¢o sme cheeli dokazat. [

Lema 3.33. Nech o,/ € V,,, i,j € {0,1}. Potom
Poi=y
0 i#j

[ {a} |a|=i (mod 2)
senr={ &l 62 o)

Bmaz{

B(a) a=d

/ /
n ) {od'} la—ad/| =1
BnBe) =) tataate}) la-ao|=2
0 la — /| > 2

kde o =a+ep+ep; k#1, ak ja— o/ | =2.

Doékaz. Rozoberieme si jednotlivé tvrdenia lemy samostatne. Najprv I'ahko vi-
diet, ze P, N P; =0, ak i # j, pretoze pre kazdy prvok o € P; plati |o| =i # j
(mod 2), to znamend, ze o ¢ P;. 7 uveden¢ho taktiez vyplyva aj to, Ze
P,NP; = P, ak i = j. Podobne aj pripad prieniku B(a) N P;. Mnozina
B(«) obsahuje okrem vektora « aj vektory « + ej pre Tubovolné k. Z toho je
zrejmé, Ze |a| Z |a + eg| (mod 2). To znameni, Ze ak |a| = ¢ (mod 2), tak
a € B(a) N P, ale pre kazdé k plati a + e, ¢ B(a) N P; a naopak, ak |a| # i
(mod 2), potom o &€ B(a) N P;, ale a+ e € B(a) N P;. A kedZe mnozinu C(«)
tvoria prave len vrcholy a + ej pre vSetky k, vyplyva z toho hladané tvrdenie.

Rozoberme si pripad prieniku B(a) N B(a/). Ak a = o, tak trivialne
B(a) N B(d!) = B(a). Nech |a — /| =1, t.]. existuje [, ze & = a+ ¢;. Z toho
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vyplyva, Ze prvky «, o’ patria do prieniku B(a)NB(a’). Uvazujme prvok z B(«)
rozny od o, t.j. o+ e, kde k # 1. Potom |a+ e, — /| = |ex, + | = 2. To
znamend, Ze o« + e, € B(a). Podobne sa ukaze, Ze o + e, € B(a), ak k # 1.
Z toho priamo vyplyva, Ze B(a) N B(a') = {«,a/}.

Nech |a — o/| = 2, t.j. existuja k # [, ze @/ = a+ e; + €. Z toho je Tahko
vidiet, Ze a, o’ € B(a) N B(a/). Uvazujme teda prvok z B(«) rozny od «, t.].
a + ey pre nejaké k'. Pocitajme |a+ ep — /| = |ex + ex + €. Z tohoto zapisu
vidiet, Ze na to aby a + eg patril do B(«’), musi platit, Zze bud k' = k alebo
k' = 1. Rovnako aj v pripade prislusnosti o’ + ey do B(«a). Z toho uZ jasne
vyplyva, Zze B(a) N B(¢/) = {a + eg,a + ¢ }.

Nakoniec ak |a — o'| > 2, je vidiet, Ze pre lubovolné « + ey plati, Ze
la+ e —a/| > |a—a'| —1 > 1, to znamena, ze B(a) N B(a/) = 0.

Spojenim uvazovanych pripadov dostavame hladané tvrdenie. [l
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Kapitola 4

Prieniky podgrafov

V tejto kapitole budeme pokracovat v rozbore prienikov podstruktur E,, ktory
sme zacalt v kapitole 3 a na zdklade toho vyjadrime tvar funkcie enumerujicej
pocty dvojic podstruktir podla velkosti prieniku a z neho vychddzajice dosledky.

4.1 Vypocet velkosti prienikov

Na d'alsie pouzitie (predovSetkym na urcenie disperzie ndhodnej premennej &,
definovanej v kapitole 5) budeme potrebovat vyjadrit velkosti a po¢ty prienikov
Tubovolnych podgrafov E,, izomorfnych s E,,. Pre tento ucel si definujeme
generujicu funkciu (v $pecidlnom tvare) na enumeraciu poc¢tov prienikov pre
ich jednotlivé velkosti.

Definicia 4.1. Generujtucou funkciou Gy, (ppn) budeme rozumiet funkciu defi-
novanu pre p, €<0,1> dani predpisom

Gnm(pn) = Zgi Pt = Z (p;‘HmHQ‘ —1)

120 HI,HQGAn,m
kde Ay = VE, UPE, 1 U® By U®WEym (vid. definicia 2.27)

Z definicie vidiet, Ze g; urcuje pocet dvojic podgrafov Hy, Hy z Ay, 1, ktorych
prienik je rovny préave i, okrem ¢ = 0. AvSak tento tvar bol Specidlne zvoleny
prave preto, aby ulahéil vypodet uZz spominanej disperzie nadhodnej premennej
Enn-

Rozoberieme si teda postupne jednotlivé mozné pripady pre podgrafy H;
a Ho podla ich prislusnosti do jednotlivych typov podstruktar. Vyrazy vyjad-
rujuce poc¢ty jednotlivych moznosti pre dané typy podstruktiar (i1), (i2) pre Hy
resp. Hy, t.j. prispevok do Gy, ,, pre grafy z ((il)Eml, (iQ)EmQL ozna¢ime ako
(ilviz)s(

mi,ma)» tJ

(il’iZ)S(mhmz) = Z (p;|H1ﬁH2\ - 1)

H1€() Epy | Ha€2) By,

40



KAPITOLA 4. PRIENIKY PODGRAFOV

Pripad (VE,, ,VE,,.)

Nech H; € (1)Em1,H2 € (1)Em2. Budeme hladat velkost prieniku |H; N Ha].
Ako vidiet zo zapisu Gy, ,,,, ak Hy N Hy = (), tak p, LU CC N 0, takZe takéto
dvojice (Hi, Hs) prispeju do sumy hodnotnou 0, a preto sa nimi nebudeme
zaoberat. Odteraz budeme predpokladat, ze |Hy N Ha| # 0.

Pouzijme lemu 3.12 pre H; a Hs a dostavame, ze existuje (1), 52 ¢ | %
take, ze H; = E(3W)) a Hy = E(3?). Potom D(ﬁ( ))=my a D(ﬁ( )) = ma.
Kedze HiNHy = E(BW)NE(B®) = E(BM ©6P), polozme d = D(BV @ 3).

PouZitim vety 3.17 potom dostéavame, Ze pocet takychto dvojic (Hy, Hs) je

rovny prave:
E(m1:m2) _ 2n—d n my n—mi
2 | mi d mo —d

Vyjadrime si pomocou tychto informécii prispevok do Gy, ,:

min{mi,ma}

— _od
DSy = > T = Y B 1) =
HieMEp, d=0
HyeWEn,

min{mima} n mi1\ (n—m d
_ gn—d - -2¢ _q
; <m1> < d ) <m2 - d) n :

kedze |Hy N Ho| = |E(BY) © g2 = 2¢.

Pripad (VE,,, ® E,,)

Dalej budeme postupovat principidlne rovnakym spoésobom. Nech teda H; €
WE,,., Hy € PE,,. Potom existuje 1), 2 € V* a i € {0,1} takeé, ze
H, = E(3W) a Hy = B(8®)N P;. Potom H;NHy = E(BM ©3)NP;,. Nech
d= D(ﬁ(l) @ﬁ@)). Z lemy 3.12 potom vieme, ze Hy N Hy € @D E,. 7 toho dalej
vyplyva, Ze ak d > 0, potom |Hy N Hy| = 2971, Ak d = 0, tak |H, N Hy| = 1,
ak p) ® ) € P;. Inak je prienik prazdny. Ale ked M) ® 3 ¢ P;, potom
L o @ e p_;. Cize, ak budeme sumovat cez vietky hodnoty i, kazdé
takéto (Hy, Hs) prispeje do sumy nenulovou ¢iastkou prave raz. Na zaklade
uskuto¢neného rozboru moézeme vypocitat prispevok do G, ,, nasledovne:

min{mi,ma}
_ , _ogd—1
Z Z (pn|H1ﬂH2| —1)=2 Z |Ec(lml m2)|(pn2 —1)
i€{0,1} H1eWEp,, d=1
HQE(QzEmQ
d>0

min{mi,ma}—1 n m n—m .
_ gn—d 1 -l -2¢_q
dz_:o <m1> <d+ 1) (mz —d— 1) (e )
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Z Z (p;\HlﬁHz\ —1) =

i€{0,1} Hy €W By,
HQE(l,)LE’mQ
d=0

— (m17m2) -1 — on n n—mi -1
= gt -y =2 () (" " )t =)

potom teda:

nf M\ [(n—my1\, _
s = ()Y e

min{mi,ma}—1

o () () e -

d=0

(172)5

Pripad (VE,,, ® E,,)

Nech H; € WE,,,, Hy € @E,,,. Potom existuje 31, 32 € V* a iy,iy €
{0,1} také, ze H; = E(BM)N P, a Hy = E(8%) N P,. Potom H; N Hy =
EBWY o a@)n P;, N P,,. Je zrejme vidiet, Ze ak i1 # ia, potom P, N P, = 0.
Predpokladajme teda, Ze i1 = io = i. Potom Hi N Hy = E(ﬁ(l) @ﬁ@)) NP; ato
nam redukuje problém na pripad (VE,,,, ® E,,.,), t.j. plati, ze

(272)5 — (1u2)5’

(m1,m2) (m1,m2)

Pripad (VE,, ,®E,,)

Nech Hy, € WE,,,, Hy € ®F,,. Potom existuje 31, 2 € V¥ a a € E(5?)
take, ze H; = E(BW) a Hy = E(3®)N B(a). Potom H; N Hy = E(M ©
6®) N B(a). Nech d = D(3W @ ?).

Predpokladajme, ze o € E(fM), t.j. a € E(BM ®£3). Potom je vidiet, Ze
H, N Hy € ®E,. Na zaklade toho potom vieme, ze |Hy N Hy| = d+ 1. Ostéava
urcit pocet takychto pripadov. Je vak vidiet, ze Iubovolné a € E(M) @ g2))
spliia predpoklady a iné o uz nie. A kedze |E(3() @ f3)| = 24, pocet vyberov
dvojic (Hy, Hs), takych, ze a € E(SM), je potom rovny prave |Ec(lm1’m2)]2d.

Naopak predpokladajme, Ze a ¢ E(ﬂ(l)). Lubovolny iny prvok B(a) mo-
Zeme pisat v tvare o + e; pre vhodné k. Predpokladajme, Ze existuje nejaké k,
de a+ e € E(BM @ B?). Ak takych k bude viac, t.j. pre nejaké k plati, ze
atep € E(BWeAR), prepiseme si ey resp. o ako a+ep = (atep)+eptep
aa = (a+eg)+ e, ana zaklade lemy 3.29 dostavame, ze o € E(ﬁ(l) ® 5(2)),
tj. a € E(BW), ¢ je spor s predpokladom. Z toho mézeme usudit, Ze
HyNHy = {a + e}, a teda |H; N Hy| = 1. Podobne ako v predoslom pri-
pade z toho, Ze a+ej, € E(fM) ® 8?), vieme, Ze pocet vyberov a + e}, je rovny
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24, Potrebujeme este urcit o tak, aby o ¢ FE(B(M). Pouzitim lemy 3.32 vidiet,
ze k ¢ I50)0 5, pretoZe potom by platilo, Ze a € E(ﬁ(l) ® ﬁ(Q)). Taktiez, ak
by k & I52), potom by platilo, ze 6,9 = %, lebo a < 2 aj a+ep B3 ale
to by znamenalo, Ze k € I, o by bol spor. Z toho usidime, Ze musi platit,
ze k € Iﬁ(z)\fﬁ<1)®ﬁ(2)7 Cize pocet vyberov k je rovny |Iﬁ(2)\fﬁ<1)®ﬁ(2)| =mg—d.

Spolu dostavame, ze pocet dvojic (Hi, H2) pre také «, ze o ¢ E(ﬁ(l)), je
rovny ]Ec(lml’mZ)](mg —d)24.

Nakoniec vyjadrime na zaklade vykonaného rozboru prispevok do G, p,.

min{mi,ma}

Z (p;\HlﬁHz\ —1) = Z ’Ec(lm17m2)|2d(p—(d+1) 1)
Hi€W By, Ho€® Epy, d=0
acB(BW)

min{mi,ma}

= Z on (73) (”zll> (Z;i”;) (p @+ 1)

d=0
min{mi,ma}
Y mmten = 3 R e — ey - )
HieWEy,, H€® Ep, d=0
agB(BW)

min{mi,ma}

) ) e
= oo S () (77

()t

Spolu dostévame:

. n—1 n _
(173)S(m1,m2) = 2n< m ) <m2>m2(pnl - 1)+

min{mi,ma}+1

o <£1> (dnil1> <m::§i 1> (b = 1)

d=1

Pripad (VE,, ,WE,,.)
Nech Hy, € WE,,,, Hy € WE,,,. Potom existuje 31, 2 € V¥ a a € E(5?)

take, ze Hy = B(") a Hy = E(8®) N C(a). Potom Hy N Hy = B(BY ©
B2) N C(a). Nech d = D(BD © g@).
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Kedze C(a) = B(a)\{a}, mézeme pocet moznosti v tomto pripade odvodit,
z uz vykonaného rozboru pre (VE,, ,®E,. ). Ak a € E(3Y), potom zrejme
HiNHy € WE; a teda |Hy N Hy| = d. V pripade, 7e a ¢ E(SWM), moze
nastat len situécia, ze existuje k také, ze H; N Hy = {« + ex}, Co znamena, 7Ze
vyjadrenie po¢tu moznosti bude totozné tomu v (M E,, , @ E,,,).

Na zéklade toho vieme vyjadrit pocet dvojich (Hy, Hy) ako:

DGy = 20 (” - 1) ( n )mzmzl 1)+

my ma2

min{mi,ma}
nf T mi n—maij —d
oy () (9) (e
Pripad (P E,, ,®E,,)

Nech Hy € (2)Eml, H, € (3)Em2. Potom existuje M), 83 ¢ V¥aae
E(B?), i€ {0,1} také, ze Hy = E(6M) N P; a Hy = E(3®) N B(a). Potom
H, N Hy = E(BY 6o 3%)n B(a) N P;. Nech d = D(3W @ ?).

7 lemy 3.33 vieme, Ze ak o € P, potom Hy N Hy = {a}, ak o € E(BW),
inak H; N Hy = E(BM ® @) N C(a). Ak a € P, tak z toho, ze o € E(BM ©
6?), vieme , ze o € E(BM © @) N P Vady plati, Ze a € P; alebo o €
P;_;. Ak budeme uvazovat, Ze sumujeme cez vSetky hodnoty ¢, potom moZzeme
priamo vybrat Iubovolné a € E(3(M) ® ), kedze pocet moznosti nezavisi od
konkrétneho i. Z toho vieme potom urcit pocet moznosti vyberu «, ktorych
bude |E(BM @ f@)| = 2¢. Cize pocet vietkych uvazovanych dvojic (Hy, Hy)
bude rovny |Ec(lm1’m2) |24,

Ak a € P;, potom H; N Hy = E(BM © 8®) N C(a). Pouzijeme predosly
argument o sumovani cez vietky hodnoty ¢ a z toho vieme povedat, Ze pocet
moznosti bude rovnaky ako v pripade (VE,,,, D E,,,).

Na zéklade tohoto rozboru mézeme vypocitat prispevok do G, ,,, nasledov-

ne:
min{mi,ma}

oY ey = 3 TR 1) =

i€{0,1} Hie@ B, d=0
Hye® By,
aceP;

SR () et () ()

Spolu dostavame:

n n —
) 1 may = 2n< > ( >(Pn1 = 1) + 0D S, o)

m1 m2
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Pripad (P E,, ,WE,,.)

Nech Hy € (2)Eml, H, € (4)Em2. Potom existuje M), 83 ¢ V¥aae
E(B9), i € {0,1} take, ze Hy = E(BMW)N P, a Hy = E(3®) N C(a). Potom
HiNHy=E(Y @ )N C(a)n P. Nech d = DBV © g?).

Opét z faktu, ze C'(a) = B(a)\{a}, je mozné Tahko odvodit hladany vyraz
pouzitim predoslého rozboru. Ak a € P;, potom C(a) N P, = 0. Ak a & P,
potom C(a)NP; = C(«). Z argumentu o sumovani cez vietky hodnoty ¢ moézeme
potom usudit, Ze pocet moznosti je zhodny s poc¢tom uvazovanym v druhej ¢asti
rozboru (P E,,,, ® E,,,), ¢o je rovnaky pocet ako v pripade (VE,,,, D E,,,).

Na zaklade toho potom plati:

(274)5 (1u4)S

(m1,m2) (m1,m2)

Pripad (Y E,,,, 9 E,,)

Nech H, € (S)Eml, H, € (3)Em2. Potom existuje S, 33 e Viaae
E(BW), o € B(B?) takeé, ze Hy = E(M)N B(a) a Hy = E(ﬁ( ) N B(d).
Potom Hy N Hy = E(3M © @) B(a) N B(«). Nech d = D(V @ g?).

Z lemy 3.33 vieme, Ze mozu nastat 3 pripady pre polohu a, /. Ak a = o/,
potom H; N Hy = E(BW ® ®) N B(a), to znamen4, ze H; N Hy € G Ey, dize
pocet moznosti bude totozny s tym v prvej casti pripadu ((1)Em1, (3)Em2), ked
ac B(pW).

Nech |a—a’| = 1. Potom existuje k také, ze o/ = a+ey. Z vySsie spomenute;
lemy vieme, Ze |HyNHy| C B(a)NB(a') C {a,a’'}. Potrebujeme urcit 1), 52,
Vieme, ze plati o < B a o/ = a+e, < 32, Predpokladajme, ze a+ej, < 1)
aa =< pP dze o, of € BE(BM©BR), ateda |[HyNHy| = 2. Potom z definicie <
moZeme tvrdit, Ze 6,(:) = 6,&2) = %. Odstranime z a, o/, 3V, ? k-tu stradnicu
a dostaneme vektory a,a’, M, 3% € V* | s vlastnostou a = &, & < BV
aa < ®. Naviac plati, ze D(BM) = m; — 1, D(3®) = my — 1. Kedze
ale @ € V,,_1, moZzeme pouzit lemu 3.15 a dostévame, Ze existuje prave (7:1__11)
vektorov A1) s vlastnostou @ < BV a teda aj vektorov S s vlastnostou a <
81, Rovnako dostavame, ze existuje préave (n?;_ll) vektorov 8 s vlastnostou

o < 3@, Ako vidiet, je mozné realizovat oba vybery nezavisle. Z toho vyplyva,
ze ak | — /| = 1 existuje prave (7:1__11) (m2 1) dvojic grafov (Hy, Hy) pre dané
a, o takych, ze |[Hy N Ha| = 2

Analogicky, ak budeme uvazovat, ze a+ej, < 31, ale o £ 83, potom musi
platit, ze B,(Cl) = %, ale B,(f) =a), =1— oy # oy, aby a £ B2, Z toho vieme, Ze
HyNHy ={a+e}, ateda |[Hy N He| = 1. Po odstraneni k-tej saradnice bude
platit, ze D(8() = m; —1, ale D(5®)) = my. Potom pocet dvojic (Hy, Hy) pre
dané a,a’ v tomto pripade bude prave (7:1__11) (”;;21). Obdobne aj pre pripad,

kedy a+e;, £ Y a a < ), bude pocet dvojic (Hy, Hs) pre dané a, o/ rovny

() Gy 1)
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Nakoniec potrebujeme urcit pocet roznych dvojic o, o' tak, aby |a—a/| = 1.
Nech « je Tubovolny vrchol z V(E,). Potom existuje prave n vrcholov o =
a+eg, kde k € {1,...,n} takych, Ze |a — /| = 1. Spolu médzeme povedat, ze
pocet takych dvojic a, o’ je prave n|V (E,)| = n2™.

Spojenim oboch pripadov predchadzajiceho rozboru mozeme vyjadrit pris-
pevok do Gy, pre dvojice (Hi, Ha) také, Ze |a — o/| = 1 ako:

S ey =) (0 oo s

H1€® By, H B Epy,
la—a/|=1

()G ()

Nech |a — o/| = 2. Potom existuje k,l také, ze o/ = a + e + ¢;. Z lemy
3.33 vieme, 7e Hy N Hs C B(a)NB(a/) = {a+ ek, a+ ¢;}. Predpokladajme, Ze
a+tep,ate<BWaate,ate <P, Potom H NHy = {a+e,, a+el},
tj. |Hy N Hy| = 2. Vieme, ze o < N a a+e, +¢ = o < 33, Z toho
mozZeme usudit, Ze [5‘,&1) = ﬁl(l) = 6,&2) = ﬁl(z) = *. Podobne ako v predoslom
pripade odoberieme zo vSetkych spomenutych vektorov k-tt a [-tt stradnicu
a na zaklade lemy 3.15 vieme, Ze existuje prave (7:1_—22) vektorov (M) a (7:2__22)
vektorov 4.

Predpokladajme inak, ze a+ey, a+e; < B aate, < 82, ale ate; £ 8P,
Potom HyN Hy = {a+e}, ¢ize |Hy N Hy| = 1. Podobne ako predtym dojdeme
k tomu, Ze musi platit, Ze [5‘,&1) = 61(1) = ﬁ,(f) = %, ale ﬁl(z) = «;. Opét odobratim
suradnic k£ a [ dostavame, Ze existuje prave (n?l_—QQ) vektorov A1) a (7:2__21)
vektorov 3. To isté plati aj ked uvazujeme a + ¢; < 8 a o+ e £ ).

Uplne rovnakou tvahou mozeme pokracovat, aj ked a + ex, o + ¢ < 52
aa+e,=<BW alea+e £ LW, resp. ked o+ ¢ < W, ale a4 e, £ V).
Dostavame potom, Ze pocet vektorov ﬁ(l) je (7:1__21) a vektorov B(Q) je (7:2__22)

Nakoniec predpokladajme, 7e a+ e, < 3, a+e, < 3P, ale a+¢; £ Y
aa+e £ AP, Potom |Hy N Hy| = 1. Zopakovanim predoslych krokov
dostavame, Ze existuje (7:1__21) vektorov (M) a (7:2__21) vektorov 3(2).

Potrebujeme este zistit pocet roznych dvojic a, o’ tak, aby |a — /| = 2. Ku
kazdému vektoru a existuje prave (g) vektorov o/ = a+ e, + ¢, kde k # [, pre
ktoré potom plati, Ze |a — &/| = 2. Z toho vyplyva, Ze pocet dvojic vektorov
a, o bude rovny prave 2" (3).

Zhrnieme uvedeny rozbor a vyjadrime pocet dvojic grafov (Hi, Hs), pre
ktoré |a — o'| = 2 vo forme prispevku do G,

> ey = (5)( ) (0 e -0

H1€® By Ho€® By,
|la—a’|=2
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Lon Y\, n—2 n—2 n n—2 n—2 n
2 mp— 1/ \mg — 2 mi1—2)\mg—1
n—2 n—2 -1
-1
o1 ()
Spojenim vsSetkych troch pripadov rozboru a tpravou dostavame:
min{mi,ma}+1

N nf M mq n—mj —d
(mi1,ma2) — Z 2 (ml> (d o 1) <m2 —d+ 1) (pn 1)+

d=1

(2l (D) o0
@)l )0l

(373)5

Pripad (®E,, ,WE,,)

Nech Hy € (3)Eml, H, € (4)Em2. Potom existuje g, 83 ¢ V¥aa«
E(BY), o € E(3P) takeé, ze Hy = E(BW)N B(a) a Hy = E(3?) N C(o/
Potom H; N Hy = E(BM © @) N B(a) N C(a)). Nech d = D(3W @ g?).

Na zéklade faktu, ze C(a’) = B(a/)\{d'}, moézeme hladany vyraz jedno-

ducho odvodit z predoslého rozboru. Ak a = o/, tak H; N Hy = E(BY ©
YN B(a)NC(a) = E(BY ©B2)NC(a). Na zaklade toho vieme usudit, Ze

pocet takychto dvojic grafov (Hy, Hy) bude zhodny s tym v prvej ¢asti pripadu

((l)Emlv (4)Em2)aked’ (ORS E(ﬁ(l))

Ak |a — d/| = 1, potom Hy N Hy C {a,a’}\{¢/} = {a}. Rovnost v pre-

doglom vyraze nastava prave vtedy, ked a € E(ﬁ@)), t.j. a < 3. Z rozboru
pripadu ((3)Em1, (3)Em2) vieme potom usudit, Ze existuje prave (7:1) vektorov

8L g (7:2__11) vektorov 3, ktoré splhiaji uvedent podmienku.

Ak |a— /| =2, a teda o = a+ e, + ¢, potom H; N Hy C {a+ e, +

e \{o'} = {a+ ep, o + ¢ }. To viak platilo aj v pripade (®E,,,, ® E,,,), ked
la — &/| = 2. To znamen4, Ze hladany pocet dvojic bude totozny.
Na zaklade uvedeného rozboru mézeme vyjadrit prispevok do Gy, ,, ako:

min{mi,ma}

() ) (e

d=1

()G () b

+m1(n—m1)<n_1>+m1(m1—1)<n_2>] (P = 1)

MQ—l MQ—l

(374)5
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Pripad (WE,, ,WE,,)

Nech Hy € (4)Eml, H, € (4)Em2. Potom existuje M), 83 ¢ V¥aae
E(BW), o € BE(?) take, ze Hy = E(fM)NC(a) a Hy = E(?) N C(d).
Potom Hy N Hy = E(3M © g@)nC(a) N C(«/). Nech d = D3V & g?).

Uplne analogicky ako v predoslom pripade, ak o = ¢/, tak pocet dvojic
(Hi, Hs) je zhodny s tym v prvej ¢asti pripadu (VE,, ,WE,..), ak [a—o/| = 1
tak HyN Hy = (), takZe tento pripad nie je potrebné ani uvazovat a ak |a—a/| =
2, ateda o = a+ e+ e, tak H N Hy C {a+ ex,a+ ¢}, ¢o je opat zhodné
s pripadom (O E,,,, O E,.,), ked |a — o/| = 2.

Moézeme preto rovno vyjadrit pocet dvojic grafov (Hy, Ha) v tvare prispevku
do Gy

min{mi,ma}

=" () (3 G

d=1

(o)) o)

+m1(n—m1)<n_1>+m1(m1—1)<n_2>] (pn' —1)

m2—1 m2—1

(474)5

4.2 Zhrnutie

Na zéklade predoslého obsiahleho rozboru vSetkych typov prienikov, ktoré sa
v polenej hyperkocke F, nachidzaji mozeme koneCne pristupit k vyjadreniu
Gnm-

Ako uz bolo uvedené na zéklade definicie Gy, ;,, moZeme tuto funkciu vy-
jadrit ako 4.1, ¢o vieme rozpisanim podla jednotlivych typov podgrafov taktieZ
zapisat ako

Gnm = (I’I)S(m,m) + (2’2)5(m+1,m+1) + (3’3)5(2m—1,2m—1) + (4’4)5(2m,2m)+

+ DS gm 1) + BV S om) + (3’4)5@’”—172’”))

Dosadime do vyjadrenia vypocitané vyrazy a po tprave dostdvame tvrdenie:
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Lema 4.2. Pre funkciu Gy, definovani podla 4.1 plati:
= n+1\/m+1\/n—m\, _oa
n ,m n n - ].
(Pn) dz: (m—i—l)(d—i—l)(m—d)(p )+
m—+1
n+1)/m+1 m\, _g4
2 2" —1
2y () (") (o0

R B e
2 () () ()0t -0
(k)

1

+2m<m +( (n__11>](p51—1)+
(:14—;—11> (m—i—rrf) -b

4.3 Dodatok

V dalgom postupe bude uzito¢né vediet, aka je velkost suctu velkosti prienikov
vSetkych uvazovanych podgrafov. Naviac sa ukéze, Ze existuje uzavreta formula
pre uvedent hodnotu.

Lahko nahliadneme (s vyuzitim definicie 4.1), Ze plati nasledujica identita:

aGn,m (pn)
Opn

Z ’H10H2|:—

Hl,H2€<1)EmU<2)Em+1U
UG Eym _1UM® Eym

pnzl

Vyuzijic predchadzajice vyjadrenie Gy, ,,(pr) pocitame:

~ 0Gnm(pn) :2n<n+1>z<m+1><n—m>+2n+1<n+1>x
Opn pn =1 m+1) e~ d+1/)\m—d m+1
W m 1\ (n—m n+1Y em (27 (n—2" +1
d 2" d
() ) e () 2 (0 )

n+1 n—1 n+1 n n+1
on 2m (M 1 ontl om on
- <2m> ( )<2m—2>+ <2m> <m+1>+ <2m>x
n—1 n+1 n—m
gmom om(om 1 on =
X{ <2>+ ( )<2m—1>}+ (m+1><m+1>
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n+1)\2 n+1\/n—m n n+1
= 2" _9on gn+1 om
<m+1> <m+1><m+1>+ <m> <2m >+
+1 n+1 n n+1
2n+l n 2m n 2n 2m 2n
+ <m+1 gm ) T2 gm om _1) T am )X
n n+1 n n+1\/n—m
omiom _ q on om 2 on —_
x 2% )<2m—1>Jr <2m >( ) <2m>+ <m+1><m+1>
1\? 1 1 12
_on n+ L9 xon n + gm n+ +on(amy? n+
m—+1 m—+1 2m 2m
Z toho zaverom dostavame tvrdenie:
Veta 4.3. Sucet velkosti vsetkijch prienikov podkociek rozmeru m v E,, je:

n—+1 n—+1 2
HiNHy| =27 2m
S mnm=r (00 ) e ()]

Hl,H2€(1)EmU(2)Em+1U
UB) Eym _1U® Eym
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Kapitola 5

Pravdepodobnostné metody

V' tejto kapitole si vSeobecne popiseme pravdepodobnostny priestor a ndhod-
né premenné, ktoré budeme v dalSom skumat. Naviac popiseme a dokdZeme
vSeobecne platiace vlastnosti, ktoré su priamo aplikovatelné na nami skimané
Struktury. Na demonstrdciu na konci kapitoly popiSeme Specifické vlastnosti
obycagnijch hyperkociek, kompletnijch grafov a samozrejme poleniyjch hyperkociek
ziskané pomocou aplikdcie viysledkov uvedengjch v tejto kapitole.

5.1 Nahodné podmnoziny

Na zaciatok si zavedieme potrebné pojmy.

Definicia 5.1. Nech U je neprazdna mnoZina objektov. Definujeme A ako
mnozinu vybranych podmnozin U, t.j. A C 2V, f)alej nech existuje p €< 0,1 >
urcujice pravdepodobnost vyskytu prvku z U v [ubovolnom vybere prvkov z U,
t.j.

PlzxeX)=p

kde x € U a X C U a navySe vyber dvoch roznych prvkov je nezavisly, t.j.
Prxe XNyeX)=Plxe X)PyeX)
pre x,y € U,x # y.

Lema 5.2. Pre lubovolni podmnoZinu H C U plati

PH=X)=]]r ][]0 -p) =p"Q-pl-H

zeH ax¢H
PHCX)= ][] P@ecX)=[]p=p"
zeH zeH
Doékaz. Zrejmy z definicie p. [l

Definicia 5.3. Pod pravdepodobnostnym priestorom S budeme rozumiet troj-
icuS = (2, 22U,P), kde U je mnoZina z definicie 5.1 a P je pravdepodobnostnéa
funkcia definovana na prvkoch H € 2V podla lemy 5.2.
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Definicia 5.4. Nahodnou premennou & definovanou na pravdepodobnostnom
priestore S budeme rozumiet funkciu 2V — R ur¢ujicu pocet vietkych prvkov
z A obsiahnutych vo zvolenom vybere G C U, t.j.

§C) =[{H|HeA A HCGY

Nahodnou premennou kg : 2V — R budeme rozumiet nahodnt premenni
urCujicu, ¢i mnozina H je obsiahnuta vo vybere G C U, t.j.

F&H(G):{(l) e G

inak

Z uvedeného vidiet, Ze sa da ndhodna premenné £ zapisat ako suma pre-
mennej kg cez vietky prvky z A, t.].

= ku

HeA

Lema 5.5. Pre stredni hodnotu ndhodnej premennej £ plati nasledovné:
[Alp™ < E(€) < |A]p™
kde hl = minHeA |H| a hh = MaXygecA |H|

Dékaz. Pocitajme strednt hodnotu &:

EE) = Y. > wul@PGE=X)=) > PG=X)

Ge2U HeA HeAGgeV
HCG
SCUEE W
HeA HeA
7 toho dostavame hladané nerovnosti. O

Lema 5.6. Pre disperziu ndhodnej premennej & plati nasledovné tvrdenie:

D() < (p " = 1)E*()

Doékaz. Pocitajme disperziu ndhodnej premennej & (vyuzijeme, Ze plati vztah

D(¢) = E(&?) — E*(6)):

EE@) = > > > wmrmP(G=X)= Y ) PG=X)

Hi€A Hye A GeaU Hy,H2€A GgeV
H,1CG
H2CG
= Y PHIUH,CX)= Y plfiltiel-innt]
Hi,H2€A Hi,H2eA

2
E2(§) _ (Zp|H> _ Z p\H1|+\H2\

HeA Hi,HaeA
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D) = Z p\H1\+IH2|(p—\HmH2\ ~1)< (p_hh 1) Z p|H1|+\H2\
Hl,HZGA Hl,HQEA

Z toho, ze |Hy N Hy| < |Hy| < hy a funkcia p~* — 1 je neklesajica pre i,
dostavame hladané tvrdenie. O
Lema 5.7. Predpokladajme, Ze pre o > 1 plat
1
a— Y |HiNH| <|AP
h Hi,H2€A

potom pre disperziu ndhodnej premennej £ plati:
1
D(§) < —(p~" — 1)p*| AP
@
Dékaz. 7 dokazu lemy 5.6 dostavame:

D¢ = Z p|H1|+\H2\(p—|H1ﬁH2|_1)
Hy,HaeA

—‘HlmHQ‘ -1

Hy,Ha€A ’HI n H2’
—hn _ 1 “hn 1) h
< p2hl (p . ) Z ’Hl ﬂHQ’ < p2hl (p . )£|A’2
h Hi,H2€A h
pi=1

Na zaklade toho, Ze funkcia *—— je neklesajtuca pre i, dostdvame hladané
tvrdenie. O

Uvedena lema nenaznacuje priamo, aké je jej pouzitie, avSak sa da ukazat,
Ze podmienka tejto lemy je splnend s rovnostou pre

o
hp,
ak za uvedend mnozinu U uvazujeme vrcholy, resp. hrany hyperkocky @, resp.
polenej hyperkocky FE,,, resp. kompletného grafu K, a mnozinu A tvoria vSetky
vnorené izomorfné obrazy hyperkocky @,,, resp. polenej hyperkocky FE,,, resp.
kompletného grafu K,,.

Podobne ako v leme 5.7 by sa teoreticky dalo pre urciti triedu struktar néjst
aj silnejsie tvrdenie pre odhad disperzie £. Ostava vSak otvorené, ¢i podmienka
stanoven4 v tejto leme nie je splnitelna z $pecifickejsich predpokladov kladenych
na charakter struktary A.

V dalsom odvodime pouzitim predoslych pomocnych liem a éebyéevovej
nerovnosti odhad hodnét ndhodnej premennej &:

Veta 5.8. (éeby§evova) Nech X je ndhodnd premennd a € > 0 potom plati:

D(X)
£2

PX-EX) z¢) <
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Veta 5.9. Nech {U,}°2, je systém mnozin. Nech {A,}5 je systém systémov
podmnoZin prvkov systému U,. Nech {p,}>2, je postupnost redlnych hodnot
z intervalu < 0,1 >. Nech S, = (QU",QZU",P) je pravdepodobnostni priestor
pre pravdepodobnost P definovani pre vietky proky z 2U» podla definicie 5.3 pre
P = pn. Potom nech {&,}52 je systém ndhodnych premennygch definovany na
prislusnom pravdepodobnostnom priestore S, urcujici pocet prvkov prislusnej
Ay, obsiahnutych v zvolenom G C U,. Nech ¢(n) je redlna funkcia, pre ktori
plati lim,, o ?(n) = 0o. Nech hy(n) = maxgea, |H|.

Potom pre n idice do nekonecna plati pre hodnoty ndhodnej premennej &,
nasledugice:

i P (I~ B < =) =1

kde £(n) = E(&)e(n)y/pn™ ™ —1

Dokaz. Pocitajme ?2((5;))

—hp(n) 2
V- N N

<ﬂ&wm pa ) —

D(&n)

e2(n)

7 Cebysevovej nerovnosti dostavame:

P(16n - B <) =1- (I = Bl&) 2 e(0) 2 1= s —1
Z ¢oho dostavame hladané tvrdenie. O

Dosledok 5.10. Nech si splnené predpoklady vety 5.9 a lemy 5.7. Nech naviac
hi(n) = mingea, |H|. Potom pre n idice do nekoneéna pre hodnoty ndhodnej
premennej &, plati:

. 1
i P60~ B6)] < =<' =
kde €' (n) = pp' ™| Anp(n)\/pn ™ — 1

Dékaz. Rovnakym spdsobom ako dokaz vety 5.14 naviac s vyuzitim platnosti
lemy 5.7. O

Definicia 5.11. Nech f : N — N je Tubovolna funkcia. Potom definujme
Am ={H | H € AN|H| = f(m)}

Nech &, je ndhodné premenné urcujuca pocet prvkov z A,,, ktoré si obsiahnuté
vo vybere G C U, t.j.
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Lema 5.12. Pre ndhodni premenni &, plati:
E(&n) = p'"™ |4,
D(&m) < (077 — 1) E? (&)
Dokaz. 7 lemy 5.5 a 5.6. [l
Na dalgie avahy budeme potrebovat znamu Markovovu nerovnost:

Veta 5.13. (Markovova) Nech X je nezdpornd ndhodnd premennd, X > 0.
Nech € > 0 je lubovolnd kladnd konstanta. Potom plati

E(X)

P(X>¢) < 5

Veta 5.14. Nech si splnené predpoklady vety 5.9. Nech pre kazZdé H € A,, plati
|H| = f(m). Oznacme si takéto mnoZiny Ay, . Analogicky si oznacme ndhodné
premenné &, m. Nech ¢'(n) je lubovolnd funkcia, pre ktori plati lim,_,« ¢'(n) =
o0o. Potom pre n idice do nekonecna pre

f(m) 2 [logy |Anmly ()|

plati:
lim P<§n’m = O) =1

n—0oo

Dokaz. Upravime podmienku pre m:

p
2
V

1og (| Anmle'(n))
1 f(m) ,
(—) > Anld ()

> ’An,m|pf(m) = E(fn,m)

V

¢'(n)
Vyraz na Tavej strane klesa k 0, ak n ide do nekone¢na. Dostavame teda, Ze
limy, 00 E(&n,m) = 0. Pouzitim Markovovej nerovnosti pre € > 0 dostavame:

E
lim P(&,m >¢) < lim M -0
n—oo -

n—oo
Z toho uZ zrejme vyplyva hladané tvrdenie. O

Désledok 5.15. Nech platia predpoklady vety 5.14. Predpokladajme naviac, Ze
funkcia f je neklesajica. Definujme funkciv f~':R — N ako

f7H@) = min{n | f(n) >z}

55



KAPITOLA 5. PRAVDEPODOBNOSTNE METODY

Potom pre n idice do nekoneéna a
m > £ (1og1 [Anmlé/(n))
p

plati
lim P(&um=0) =1
n—oo
Dékaz. Predpokladajme, Ze existuje také k € N, ze f~1 (logl ]An’m]go’(n)) =k,
potom !
F(k) = [logs [Anmle'(n) |

(lebo x < n < [z] < n). Z toho, Ze funkcia f je neklesajuca a m > k dostavame
f(m) > f(k) a z platnosti vety 5.14 ziskavame hladané tvrdenie. O

5.2 Maximalne mnozZiny

V predoslej ¢asti sme zistili, Ze pomocou ndhodnych premennych kg urcujtcich
prislusnost danej mnoziny H vo vybranej podmnozine G C U moézeme skon-
Struovat ndhodnd premennti urcujicu pocet takychto mnozin vyberanych zo
zvolenej mnoziny A obsiahnutych v spominanom G.

Podobnym sp6sobom je mozné vyjadrit ndhodna premennd, ktord bude ur-
¢ovat pocet takychto mnozin z A obsiahnutych vo vybranej podmnozine G C U,
ktoré st naviac tzv. maximélne.

Definicia 5.16. Nech G € 2Y. Mnozinu H € A budeme nazyvat mazimdlna
pre G, ak H C G a neexistuje mnozina H' € A, ktora by bola nadmnoZinou H
taktiez obsiahnuta v G, t.j.

VH' € A HCH — H' ¢ G

To znamena, Ze pre dané H' O H musi platit kg (G) = 0 a to znamené, Ze
1 — kg (G) = 1. Z toho dostéavame, ze

II 0 —rm(@)=1
H'eA
H’;H

Naviac musi platit, ze H je obsiahnuté v G, t.j. kg(G) = 1. Ked to

zhrnieme dostavame:

Definicia 5.17. Nahodna premenné v urcujica pocet maximélnych mnozin
v zvolenej podmnozine G C U je definované nasledovne:

I/:ZKH H (1—/€H/)

HeA H'eA
H’;H
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Definicia 5.18. Nahodna premenné iy je definovana tak, Ze urcuje, ¢i zvolena
mnozina H je maximalnou v zvolenej podmnozine G C U, t.j.

i =rm [] (01— k)
H'eA
H’;H
7 definicie vyplyva, Ze plati
V= Z I%H
HeA

Lema 5.19. Nech H,H' € A; H C H' si [ubovolné mnoZiny . Potom plati
(1 — KH)(l — HH/) = (1 — HH)

Dokaz. Rozpiseme si Tava stranu rovnosti. (1 — kg)(1 — kgr) = 1+ kgkg —
kg — kg'. Z toho, ze H C H' je zrejmé, 7ze ak kg = 1, tak plati aj kg = 1.
Cize ak kg = 1, tak kg = 1aak kg = 0, tak zrejme aj kykg = 0. Z toho
dostavame, Ze plati kg =1 <= kgky' = 1, Cize kgky = kyr. Dosadime do
rovnosti a dostavame: 1+ kgkg — kg — kg =1+ kg — kg — kg = 1 — Ky,
¢im je uvedené rovnost dokazané. O

Z tejto lemy vidiet, Ze je mozné eliminovat vhodné ¢initele stcinu z definicie
5.17. Tym mozeme v sucine uvazovat len tie nadmnoziny H, ktoré neobsahu-
ju ziadne podmnoziny, ktoré by boli zéroven vlastnymi nadmnozinami H (t.].
vetky najmensie mozné vlastné nadmnoziny H).

Dalej treba uvazovat, ze ak H' a H” st nadmnoziny H, potom H'NH" D H,
lebo obe nadmnoziny obsahuja H, takZe aj ich prienik. Vo vSeobecnosti:

Definicia 5.20. Definujme TI?, ako mnozinu vSetkych nadmnozin mnoziny H,
ktoré st prvkami A:

Ty={H |H e€AANH2H}
Definujme Ty ako podmnozinu TV, tak ze
Ty =Ty \{HUH"|H H' €Ty N H #H"}
Nech ty je velkost tejto mnoziny, t.j. tgr = |TH|.
Lema 5.21. Pre lubovolni mnoZinu I C Ty nadmnoZin mnoZiny H plati

ﬂ HD>H
H'el

Naviac neezistuje Ziadne H" € Ty, ktoré je pod tymto prienikom, t.j. pre |I| > 2

( N H’QH”QH) — H" ¢ Ty
H'el
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Doékaz. Prva Cast tvrdenia je zrejmé. V druhej ¢asti predpokladajme, Ze existuje
H" € Ty také, ze (e H' 2 H". Potom pre Tubovolné H' € I, H' # H"
plati, H' O H” ale aj H' U H” = H'. Kedze |I| > 2, musi také H' existovat.
Z toho dostavame H' & Ty, ¢o je spor s predpokladom I C Ty. [l

Lema 5.22. Pre ndhodni premenni v plati:

I/:ZKH H (1—/€H/)

HeA  H/€Ty

Dokaz. Nech pre nejaké I C TJQI plati

RH = KH H (1—kp) (5.1)

H'el

Nahliadnutim do definicie je vidiet, Ze tvrdenie (5.1) plati pre I = Tp. Nech
I je najmensie mozné spliajice vlastnost (5.1). Predpokladajme sporom, Ze
I # Ty. Potom existuje Hel \Ty. 7 toho mdzeme usudit, Ze existuji
H" H" € Ty také, ze H = H'UH" , H" + H". Na zéklade toho plati
H" C HaH # H" (ak by sa H = H" pouzijeme H"). Ukdzeme, 7e H” € I. Ak
by kazdé H” splihajtce predoslé predpoklady nebolo v I, tak plati &z (H") = 0,
ale vieme, Ze plati:

kp(H") =rp(H") J] Q-rw(H") =1
H'£AH'€l

pretoze ak by existoval H" € I, ze kym(H") = 1, potom H"" C H" a kedze
H" G H, potom H" UH = H, ¢ize H",H splhaja predpoklady vyberu
H",H" ¢o je spor s vyberom H” takého, ze H” ¢ I. 7 toho dostavame, Ze
H" el

Podla lemy 5.19 plati (1 — k4)(1 — kg») = (1 — kyr). Z toho dostavame

I%H:HH H (1—HH/)

H'el\{H}

Z toho vidiet, Ze tvrdenie (5.1) plati aj pre I\{IEI}7 ¢o je v8ak spor s predpokla-
dom, Ze I bolo najmensie mozné splhajtce (5.1). Tym dostavame, ze I = T,
¢o sme potrebovali ukazat. O

Vyjadrime si teraz stredntt hodnotu su¢inu kg k. Zrejme ubovolna mno-
zina G pre ktort je kg (G)kg»(G) = 1, musi obsahovat ako H’, tak aj H”.
Z toho ale vyplyva, ze musi obsahovat aj H' U H”. KedZe kazd4 nadmnoZzina
G D H' U H” splha uvedent vlastnost dostavame, ze E(kgirgn) = plf"H",
Vo vSeobecnosti:

Lema 5.23. Nech I C A, potom pre stredni hodnotu stucinu ndhodnijch pre-
menniyjch kg pre H € A plati:

E(H kp) = plUner fl
Hel

o8



KAPITOLA 5. PRAVDEPODOBNOSTNE METODY

Dékaz. Upravujme lava stranu rovnosti:

E(][re) = Y. J]ru@P(G=X)= >  PG=X)

Hel Ge2U Hel Ge2Vv
UHEI HQG
= P U HCX) = plUner 1l
Hel
Tym ziskame hladané tvrdenie. O

Lema 5.24. Nech I C Ty. Potom pre pocet prvkov zjednotenia mnoZin z I
plati

11 ;73
H I+ 110 — |H]) - (2 (" = 1H) < | J '
H'el

| H'| < [H|+|1|(h" — |H])

H'el
Ty . n 3T _ / Th _ / 1
kde h;" = min |H'|, h," = max |[H'| a b, = max [H'NH"|
H'eTy H'eTy H' H"eTy

Dokaz. Pocitajme ||Jge; H'|. Z vety o zapojeni a vypojeni dostavame:

U H = | |J@uE\H)|=|HU | ) H\H|
H'el H' el H'el
= [H|+| | H\H| < |H|+ ) |H\H| <
H'el H'el

< [H|+ [I|(h" — |H|)

U H = =+ Y EN\H| =Y Y [H\HNH"\H| >

H'el H'el H'el H"el
H/#HN
1
> el -+ ()i - XS i 2
H'el H"el
H’#H”
T I, 73
> e - ) - (1)) o 1
Z toho ziskavame hladané odhady. O

Dosledok 5.25. Nech I C Ty. Nech pre kazdé H',H" € I; H' # H" plati
H' NH" = H, potom

I = 1H]) < | | H'| = [H| < [1](hy" — |H])
H'el
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2 2
Dékaz. Je zrejmé, 7e ak H' N H" = H, potom hZH = |H|, ¢ize hZH —|H| =0
a pouzitim lemy 5.24 dostdvame hladané tvrdenie. O
Veta 5.26. Nech pre kazdé H',H" € Ty plati H N H” = H. Nech existuje
konstanta h'® takd, Ze pre kazdé H' € Ty plati |H'| = hTH. Potom pre strednii

hodnotu ndhodnej premennej uréujicej pocet maximdlnych mnoZin vo vybranej
podmnozine G z U plati

vy = 3 pHI(1 = pt" -l

HeA

Dokaz. Pocitajme stredni hodnotu v

BCY ok [] (1—,~;H,)):E<Z (RH— S ke +

HeA H'eTy HeA H' eTy

+ Z Z Kpkp kg — -+ (=1)" Ky H HH/>>

H’ETH H//ETH H’ETH
HliHN

Z dokazu lemy 5.19 vidiet, ze plati kyky = kg pre H C H’'. Upravime
predosly vyraz a dostavame:

Ev) = ZE HH—i-Z KHZ HKH/

HeA ICTy H'el
|T|=t
ty
- X s+ Y0 Y 5 (T o
HeA t=1 ICTy H'el
|T|=t
=Y \H|+Z )3 plUmer
HeA ICTy
|T|=t
524 Tr
=Y \H|+Z ) plHIEIR T )
HeA ICTy
|T|=t
_ ZP'H“FZ ( > [H--4(h e — )
HeA
_ ZZ ( ) (H 40— 1)
HeA t=0
ty ¢
_ |H| Nt H hTH —|H|\t
S S (U )
HeA t=0
= 3 plHl(1 — pt T HD
HeA
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Z toho dostavame hladany vyraz. O

5.3 Pouzitie vysledkov

V tejto Casti sa budeme venovat pouzitiu predchadzajucich vysledkov na kon-
krétnych aplikidciach pre hyperkocky @, polené hyperkocky E, a kompletné
grafy K.

V pripade, Ze nebude uvedené inak, sa predpokladé, Ze existuje ¢islo p €
(0,1) s vlastnostou

lim p, =p
n—oo

5.3.1 Hyperkocky

Zvolme najprv za mnozinu objektov mnozinu vrcholov hyperkocky @, t.j. U =
{0,1}" (dalej uz len Uy,,). Dalej za mnozinu A zvolme mnoZinu vietkych mnozin
vrcholov podgrafov @), izomorfnych s Q,, pre nejaké m < n. KedZzZe, Q),,, mé
2™ vrcholov, tak je zrejmé, ze A = A, pre f(n) = 2" ( v dalsom budeme
oznacovat A, ako A, ., pre zdoraznenie velkosti zakladnej mnoziny).

Na dal3i postup budeme potrebovat poznat velkost mnoziny A, ,,,. D4 sa

ukazat, ze plati
n
|An,m’ = 2n_m< )
m

Detaily je mozné najst v [4]. Na zaklade toho moZzeme pouzit lemu 5.12 a do-
stavame nasledtjuce:

_ n m
E(fn,m) =2 <m> pi
n—m 2n n 2 2m+1 —_om
D(fn,m) < 2 2_m m Pn (pn - 1)

Dalej sa d4 ukazat, ze stet mohutnosti vietkych prienikov prvkov z Apm je
urc¢eny nasledovne:

n\? m
> |HinHy|=2" <m> = 2—an]An,m|2
HluHZGAn,m
Na zaklade tejto nerovnosti mézeme pouzit lemu 5.7 pre a = % = 22—; a dosté-

vame: 9
_ n m _om
D(&nm) < 2" m<m> 2 " 1)

Na zaver moézeme pouzit dosledok 5.10 a dostévame, Ze

_ n n m
o =27 (1) < ot () VIR
(kedze plati: p2"v/pn?" —1</p2")
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V d'alsom si zadefinujeme f~! funkciu, ktora budeme potrebovat na pouzitie
dosledku 5.15. Lahko sa vSak méZeme presvedcit, Ze plati

F7H (@) = Nogy 7]

v zmysle definicie f~! v désledku 5.15. Z vlastnosti Ay m vyplyva, Ze

|An,m| = 2n_m<n> < 2%"
m

¢ize ked polozime ¢'(n) = %, je z toho vidiet, Ze lim,_o, ¢'(n) = co. Na
zéklade toho méZeme konefne pouzit dosledok 5.15 a dostavame odhad pre m
- rozmer podkocky, ktora sa s pravdepodobnostou idicou k 1 pre n idace do

nekonecna uz nebude nachédzat vo vac¢sine podgrafov Q,:

1
m > {logQ log 1 22"-‘ = [logz n — log, log, _—‘ +1
Pn p

n

Naviac, ak sa m polozi m > {loan — log, log, p%;" dostavame, ze ¢'(n) =
IAi—T,LmI’ z ¢oho vidiet, ze pre takého ¢'(n) plati lim, .o ¢'(n) = 0. Z toho
vyplyva, ze uvedeny odhad je najtesnejsi mozny.

Na koniec ndm zostéva sa pozriet, aky je ofakdvany pocet maximéalnych
podkociek. Na tento acel potrebujeme zistit, ako vyzera mnozina T pre pod-
kocky rozmeru m. D4 sa vSak ukézat, Ze tdto mnoZina pozostéva zo vSetkych
nadkociek rozmeru m + 1, ktoré obsahuju tito podkocku. 7 tejto uvahy je
vidiet, Ze mnozina Ty méa tym padom n — m prvkov bez ohladu na zvolenu
podkocku rozmeru m. Pouzitim vety 5.26 dostavame

m m+1_om _
E(am) = Y, o L—pp )"
HeAn,m

= ()

Tym sme vypocitali vietky dostupné vysledky pre hyperkocky vrholovo in-
dukované. Pozrime sa teraz na to, ¢o sa stane, ak budeme uvaZovat hranovo
indukované kocky. Za mnozinu U, zvolime mnozinu vSetkych hran hyperkocky
Qn, tych je f(n) = n2"~1. MnoZina A = A, bude obsahovat mnoziny hran
vSetkych podgrafov hranovo indukovanych, ktoré st izomorfné s @,,,, hyperkoc-
kou rozmeru m. Da sa jednoducho presvedcit, Ze kazdy hranovo indukovany
graf izomorfny s hyperkockou bude aj vrcholovo indukovany na jeho mmnozi-
ne vrcholov (vo v8eobecnosti to neplati). Z toho vyplyva, ze pocet vyskytov
izomorfnych podkociek bude totozny s tym v pripade vrcholovo indukovanych
podgrafov. Plati teda

n—m n m m—1
E(fn,m) =2 ( >pn 2
m
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Tak, ako v predoslom pripade, da sa na odhad disperzie &, ,,, pouzit lema 5.7,
pretoze plati

2n—1

n _
§ |H N Hy| = 7m2m_1m2m YA m|?
HlvHQEAn,m
a teda pre o = UL — m2° 1 o4
p = hn, = mom1DP

2
m n m _ m—1
< < )19?2 (p, ™" = 1)

D(gn,m) <2mTM—
n \m

m n

e — E(nm)| < o(n) (”) o

Pre dalgie pouzitie budeme potrebovat vyjadrif inverznt funkciu f—!
k f =n2"!. Bohuzial tato funkcia sa neda vhodne algebraicky vyjadrit, preto
pouzijeme len odhad. D& sa ukazat, Ze

lim f(logy x —logy logy © + 1)

T—00 X

=1

7 toho dostavame, Ze

(@) ~ logy @ — logy logy 2] + 1

Kedze, ako sme uz spomenuli, plati |A, | = 0(22"), potom pre n idtce do
nekone¢na ide aj log 1 22" do nekonecna, takze mozeme pouzit uvedeny odhad.

pn
Pouzijeme teda dosledok 5.15 a dostdvame odhad pre m - rozmer podkocky,
ktora sa uz nebude nachadzat vo viacsine podgrafov Q,:

2 1
m > {logz n — log, log, (nil> — log, log, _-‘ +2
log p

2 pn n

Poslednéa vec, ktora nam ostava, je urcit pocet maximélnych podkociek.
Kedze, ako bolo uz povedané, kazda podkocka hranovo indukovana je aj vr-
cholovo, je celkom ocakavatelné, ze pocet nadkociek v Ty bude ako v pripade
vrcholovo indukovanych hyperkociek prave n — m. Potom podobne pouzitim
vety 5.26 dostavame:

_ n m—1 m—1 _
E(me) _ gn—-m <m>pnm2 (1 _ pglm+2)2 )n m

5.3.2 Kompletné grafy

Dalsou struktarou, ktort pouzijeme na demonstraciu, si kompletné grafy K,.
Zvolme si mnozinu U,, ako mnozinu prvkov od 1 do n, t.j. U, = {1,2,...,n},
¢ize f(n) = n. KedZe vrcholovo indukovany podgraf kompletného grafu je tiez
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kompletny, bude mnozina A, ,, obsahovat vSetky podmnoziny mohutnosti m.
Nie je potom prekvapenim, Ze pocet prvkov v A, ,, je uréeny nasledovne:

n
’An,m’ = ( )
m

Ak si vezmeme ubovolnt podmnozinu z A,, ,, a fixujeme si nejakych d prvkov,
dostaneme, Ze existuje (Z:g) podmnozin, ktoré maju s touto podmnozinou
dany prienik vel'kosti d. Z toho potom vyplyva:

£ mom- 2 S0

Hi,H2€Anm HeA,

-1
= > m<n ) = ~m| A
m—1 n ’

HeAn,m

Na zaklade toho mézeme pouzit lemu 5.7 a dostavame:

D(&n,m) < % (n>2p2m(p_m - 1)

a naviac z dosledku 5.10:
n\ g, jm,
o = Blnm)| < o) (7)o [~ 1)

Na pouzitie lemy 5.15 si musime uréit f~'. Je v8ak hned vidiet, ze f~!(n) =
n = f(n). Odhadneme |A,, ,,| zhora :

[Anm| < —= < —=¢(n)
f f
kde ¢'(n) — oco. Potom dostavame odhad pre m urcujuce velkost kompletného

podgrafu K,,, ktory sa uz nebude vyskytovat vo va¢sine ndhodnych podgrafov
K,:

{n — 2logy n + log, go’(n)-‘
m > ] T
082 3

Na zéver pre ziskanie odhadu poc¢tu maximalnych kompletnych podgrafov
potrebujeme ur¢it mnozinu Ty pre dany podgraf izomorfny s K,,. Je vSak
Tahko vidiet, Zze Tubovolny nadgraf z Ty tohoto podgrafu vznikne pridanim
prave jedného vrcholu a tym padom je tychto nadgrafov n — m. Potom uz
z vety 5.26 priamo vyplyva:

Bnm) = ()1 = =
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¢o presne koreSponduje s faktom, Zze ndhodny podgraf bude obsahovat maxi-
malny podgraf na m vrcholoch prave vtedy, ked bude mat m vrcholov.
Pozrime sa eSte detailne na situaciu v pripade hranovo indukovanych pod-
grafov. Zakladnd mnozina U, bude obsahovat vSetky hrany kompletného grafu
K,, ktorych je f(n) = (g) Mnozina vyberanych podgrafov bude obsahovat
hrany vSetkych podgrafov izomorfnych s K,,. KedZe je Tahko vidiet, Ze kazdy
hranovo indukovany podgraf izomorfny s kompletnym podgrafom velkosti m,
K, bude taktiez vrcholovo indukovany, je zrejmé, Ze pre velkost A, ,, plati:

n
’An,m’ = ( )
m

7 toho nam ale naviac vyplyva, Ze pocet prienikov dvoch vybranych podgrafov
izomofnych s K, je rovnaky ako v pripade vrcholovo indukovanych podgrafov
aZ na to, Ze velkost prieniku bude (g), kedZe prienikom Tubovolnych dvoch
kompletnych podgrafov je tiez kompletny podgraf. Dostavame teda:

£ mon 3 £0(0-

HlaHQEAn,m HeAn,m d=0

% () e

HEAn m 2

Pouzitim lemy 5.7 a désledku 5.10 dostavame:

E(&nm) = ( n) p?

m

nm = Bnm)] < o) (2 )\ [ 2~ )

2

Uréime si pre dalsie pouzitie inverzna funkciu f~!. D4 sa preverit, ze plati:
1
fYx) = [5 (1+V1+ Sx)-‘

Pouzijeme odhad velkosti |A;, | < \2/—%g0’ (n) z predoslej ¢asti a z dosledoku 5.15
dostavame odhad pre m - velkost kompletného podgrafu, ktory sa uz nebude
nachadzat vo vacsine podgrafov K,:

n— % logy n + logs ¢/ (n)

1+ ,.]1+8 T
log2p—n

m >

N | =
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Nakoniec sa pozrime na strednt hodnotu po¢tu maximalnych kompletnych
podgrafov. Podobne ako pre vrcholovo indukované podgrafy je vidiet, Ze prvka-
mi Ty budi hrany nadgrafov izomorfnych s K,,11 obsahujicich vybrany pod-
graf. Takychto grafov je potom préave n —m a pouzitim vety 5.26 dostéavame:

E(vpm) = (Z) O

5.3.3 Polené hyperkocky

Nakoniec sa pozrieme na vlastnosti polenych hyperkociek ako hlavnych nami
skamanych struktir.

Polen4 hyperkocka E,, podobne ako oby¢ajna hyperkocka obsahuje f(n) =
2" vrcholov. Preto aj U, = {0,1}". Opét si vezmeme ako mnoZinu podgrafov
Ay m vietky tie, ktoré si izomorfné s polenou hyperkockou FE,, rozmeru m.
D4 sa ukazat pouzitim vety 2.29, Ze pocet prvkov tejto mnoziny je urceny

nasledovne: ) .
n —+ n +
A Km+1>+ <2m ﬂ

Pouzitim definicie 4.1 a tvaru disperzie z dokazu lemy 5.6 mozeme usudit,

Ze plati:
D(gn,m) = pierlGn,m(pn)
To znamend, Ze pouzitim lemy 4.2 hovoriacej o presnom tvare G, ,, vieme
urcit disperziu &, ,, presne. Toto vyjadrenie bohuzial nie je vhodné na dalsie
uplatnenie. Preto pouzijeme ako v predchadzajicich pripadoch odhad. Da
ukazat pouzitim vety 4.3 , Ze pre o = % = 2"~ je splneny predpoklad z lemy
5.7,t.j.
2m 9
Y. HiNHy| = oAy
Hi,H2€An,m

7 toho modzeme usudit, Ze plati:

Conem | (Pt m{n+1 om
Biewm = [ (741 o ("20)

D(&nm) <2 K +1>+2 <2m )} " - 1)

m
a z toho dostavame

o~ Bl < o) | (170) +2m ("o )| e )

TaktieZz podobne ako v pripade obycajnych hyperkociek plati f~1(z) =
[log, z]. Opit sa da usidit, Ze |A, | = 0o(22"), takze pouzitim dosledku 5.15
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dostavame vztah pre m - rozmer podkocky, ktora sa s pravdepodobnostou idu-
cou k 1 pre n idice do nekone¢na uz nebude nachadzat vo véacsSine podgrafov
E,:
1
m > [logz n — log, log, p_—‘ +1

n
V dalsom uvazujme podgrafy hranovo indukované. Za zékladni mnoZinu
U, si zoberme vSetky hrany polenej hyperkocky E,, ktora, ako sa ukaZze, mé
fn) = ("JQFI) 27=1 hran. Uvazujme vietky hranovo indukované podgrafy, ktoré
budt izomorfné s polenou hyperkockou rozmeru m. Mnoziny hrén tychto grafov
nam budu tvorit mnozinu A4,, ,,,. Na zaklade vety 2.30 sa da ukazat, Ze pre pocet
prvkov tejto mnoziny plati :

_ n+1 (n —m)!
Anm =2
A Km+1> * 2[m—3J—[m—11(n—2m+1)!]

Z toho dostavame:

__ on—m n+1 (n B m)‘ (m;1)2m71
EGnm) =2 Km+J+QWﬂwan—w+n!“
NavySe pouzitim lemy 5.6 dostdvame, Ze
_ _ | 2 m+1 om _(m+1 om~—1

a z toho vyplyva, ze plati:

|&m—E®mﬂ§ﬂM[CHJ>+ (n = m)! ]x

m+1 2[m=3]=[m=1](p, — 2m 4 1)!

RN e GO T

x 2" My n

Na vyuzitie dalsieho vztahu, dosledku 5.15, potrebujeme vyjadrit inverznu
funkciu f~!. Podobne ako v pripade hranovo indukovanych oby¢ajnych pod-
kociek to nie je jednoducho algebraicky vyjadritelné, takze pouzijeme opat len
odhad. D4 sa podobne ako v pripade hranovo indukovanych obyc¢ajnych hyper-
kociek ukézat, Ze

lim f(logy x — 2log, logy = + 2)

T—00 X

=1
Mbzeme teda pouzit odhad pre f—1:

Y (z) ~ [logy x — 2logy logy ] + 2

Z toho dostéavame pouzitim dosledku 5.15 odhad pre m - rozmer podkocky,
ktora sa uz nebude nachadzat vo vécSine podgrafov F,, :

2 1
m > | loggn — 2logylogy | n—— | — logglogy — | +3
10g2 Dn Pn
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Kapitola 6

Zaver

V tejto casti zhrnieme vsetky vysledky z predosilych kapitol. Na konci uvedieme
mozné spésoby nadviazania na text tejto prdce.

Na tvod v kapitole 2 sme sa zoznamili so Struktarou polenych hyperkociek.
Zistili sme, Ze existuju 4 typy podkociek obsiahnutych v polenych hyperkoc-
kach. Taktiez sme zistili celkovy pocet tychto podkociek rozmeru m v polenej
hyperkocke rozmeru n a to je (veta 2.29):

sn=2 (0 00) 2 (")
’ m+ 1 2m

Potom sme skamali hranovo indukované podkocky. S touto problematikou sut-
visel problém urcenia poc¢tu automorfizmov grafu polenej hyperkocky rozmeru
n. Zistili sme, ze tento pocet sa da vyjadrit ako (veta 2.26):

ID(B,)| = 2 =s8=n=1l(5, 4 1)1

Na zaklade toho sme uréili pocet hranovo indukovanych polenych hyperkociek
rozmeru m obsiahnutych v grafe polenej hyperkocky rozmeru n. Tento pocet
sa da vyjadrit ako (veta 2.30):

(h) _ gn-m n+1 1 (n—m)!
Sn,m (m +1 + 9[m=3]—[m=1] (n —om 4 1)!

Navyse sme ukazali, ze kazdy podgraf polenej hyperkocky FE,, izomorfny s pole-
nou hyperkockou rozmeru m padne do jedného z uviadzanych 4 typov podkociek
(veta 2.33), ¢ize sme tym dokazali, Ze iné typy podkociek sa tam nenachadzaju.

V kapitole 3 sme zaviedli isty algebraicky pohlad na Struktiaru polenych
hyperkociek. Definovali sme relacie a operacie a pomocou nich sme popisali
podkocky obsiahnuté v grafe polenej hyperkocky. Vyzdvihnat by sme mohli
opericie ® a WU, pomocou ktorych vieme popisat prieniky podkociek a aj struk-
tiru najmensej nadkocky Tubovolného podgrafu polenej hyperkocky, a ktoré
svojim sposobom zjednodu§ujia rozbory vykonané v d'alsich ¢astiach prace.

V kapitole 4 sme na zéklade uZz spomenutej formalizicie detailne popisali
vSetky prieniky podkociek obsiahnutych v polenej hyperkocke. Na zaklade toho
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sme vypoditali sacet velkosti tychto prienikov, ktory bol potrebny na neskorsie
pravdepodobnostné odhady. Tento sucet sa da vyjadrit formulou (veta 4.3):

n—+1 n+1 2
HiNHy| =27 2m
¥ mami=2 | (07 v ("))

Hl,HQE(l)EmU(Q)Em+1U
UG Egm _1U® Eom

Posledna kapitola, kapitola 5, bola venované pouzitiu pravdepodobnostnych
metdd na hladanie odhadov zvolenych vlastnosti uvazovanych grafov. Zaviedli
sme pojem néhodnej podmnoziny na diskrétnom pravdepodobnostnom pries-
tore s uvazovanou mnozinou tzv. pokryvacich mnozin A. Skiamali sme dve
nédhodné premenné. Prvou z nich bol pocet pokryvacich mnozin &, t.j. prv-
kov z A obsiahnutych v danej mnozine. Druhou bol pocet pokryvacich mnozin
v, ktoré boli v danej mnoZine maximélne spomedzi prvkov z A vzhladom na
inklaziu. V pripade prvej ndhodnej premennej sme vyjadrili jej strednd hodno-
tu a odhadli disperziu. Na zéklade toho sme ziskali interval, na ktorom bude
dana premenna nadobudat hodnoty s pravdepodobnostou idicou k 1. Naviac
sme ukézali, pre aké hodnoty parametrov bude tato premenné nulova. V pri-
pade druhej premennej sme najprv popisali jej konstrukciu a z nej vyplyvajuici
zjednodusujuci tvar a na zéklade toho sme vypocitali jej stretni hodnotu.

V zéavere kapitoly 5 sme sa venovali aplikacii tvrdeni z tejto kapitoly na grafy
hyperkociek, polenych hyperkociek a kompletnych grafov. Vysledky pre oby¢aj-
né hyperkocky presne korespondovali s literatirou [4]. Vysledky pre kompletné
grafy naopak boli len ukazkou aplikacie tvrdeni aj na iny typ Struktary. Naj-
dolezitejsie v8ak boli vysledky dosiahnuté pre polené hyperkocky. Zhrnieme si
ich preto na tomto mieste.

Pre vrcholovo indukované polené hyperkocky plati:

on-m | (Pt m(n+1 om
Bewm =2 [(2 ) o ()

2
Dlnm) =277 [(” | 1) 2 (n;:nlﬂ " )

m+1
b=t <o [ (371) v () Ve

a pre rozmer polenej hyperkocky m neobsiahnutej vo vac¢sine podgrafov E,
plati:

1
m > [logz n — log, log, ——‘ +1
p

n

Pre hranovo indukované polené hyperkocky plati:

B n+ 1 (n_m)‘ (m+1)2m—1
E(&pm) = 20™ n
(&n,m) Kmﬂ) T Y= — 2 1 1)!] p
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n—m n n—m)! 2 (mityem
Dienm) < 207 [(31) + 1 -1

n—l—l) (n —m)! ]x

m+1)  2m=3l=m=1](n — 2m 4 1)!

m+1\om—1 _(m+1\om—1
% 2n—mpT(L 2 )2 \/(pn( 2 )2 _ 1)

a pre rozmer polenej hyperkocky m neobsiahnutej vo vacsine podgrafov E,
plati:

nm = Blnm) < olo) |

2 1
m > | loggn — 2logylogy | n—— | — logylogy — | +3
10g2 Dn Pn

Potencidlne d'alsie problémy, ktoré by bolo vhodné v stvislosti s touto prob-
lematikou skimat, by mohli byt napriklad nasledovné (v zatvorke si uvedené
poznamky autora k moznostiam rieSenia uvedenych problémov):

e Exaktny vypocet disperzie ndhodnej premennej &, ,, pre pripad hrano-
vo indukovanych polenych hyperkociek, ktory by zahfnal rozbor vSetkych
pripadov prienikov podkociek (tento rozbor je uz vlastne uvedeny v préci,
ale v pripade hranovo indukovanych hyperkociek vznika problém s vnore-
nim podkociek do kompletnych podgrafov, o ktorych vieme, Ze st jednym
z pripadov podkociek obsiahnutych v polenej hyperkocke a na zaklade
vlastnosti symetrie vieme aj, aky je pocet réznych vnoreni, no ¢o nevieme
je, aky pocet hran bude v prieniku, ak budeme uvazovat konkrétne dva
kompletné podgrafy a konkrétne vnorenia polenych hyperkociek do tychto
grafov).

e Presnejsi odhad hodnoty disperzie nahodnej premennej &, ,, pre pripad
hranovo indukovanych polenych hyperkociek (na zaklade predchadzaja-
cej uvahy a z dovodu, Ze nevieme presne urcit pocet prienikov podkociek
hranovo indukovanych polenych hyperkociek, je v praci pouzity na odhad
disperzie najjednoduchsi odhad z lemy 5.6. Jednym z lepsich odhadov by
bolo néjdenie vhodného « pre odhad z lemy 5.7. Vzhladom na charak-
ter doterajsich vypoctov je najlepsim kandidatom a = |hﬂ Na pouZzitie
tejto lemy vSak chyba znalost hodnoty stactu velkosti prienikov hranovo
indukovanych podkociek obsiahnutych v grafe polenej hyperkocky).

e Ziskanie odhadu pre strednt hodnotu po¢tu maximalnych podkociek po-
lenych hyperkociek (ako sa neda si nepovsimnut, odhad uvadzany v tejto
praci (veta 5.26) je pouzity len na vypocet strednej hodnoty v v pripa-
de oby¢ajnych hyperkociek, resp. kompletnych grafov. Tie totiz splhaju
podmienku, Ze prieniky prvkov z Ty, t.j. nadmnozin uvazovanej maxi-
malnej mnoziny H, obsahuji len samotni mnozinu H. Problémom je ale,
ze tato podmienka nie je splnené v pripade polenych hyperkociek. Totiz
najmensie nadkocky podgrafov treticho typu, t.j. prvkov ) Eym, buda
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aj prvky z ) Fomi1 a bohuzial sa nedaja eliminovat ani na zaklade le-
my 5.19. Tychto nadkociek bude (”;,%m) a prienikom Iubovolného poctu
z nich bude prvok ®) By, kde 2™ < k < 2m*1 &0 (okrem pripadu k = 2™,
¢o v8ak je samotna uvaZovana podkocka) neodpoveda Ziadnej podkocke,
a teda sa tieto nadkocky nedaju eliminovat na zaklade lemy 5.21. Na
odhad strednej hodnoty v nepoméhaju ani odhady z lemy 5.24, kedZe
sa tento odhad dosadzuje do sumy so striedavymi znamienkami. NavySe
neukézal sa jednoduchym ani presny vypocet sumy » 1=t plUnrer H").
ICTy
e Odhad rozmerov maximéalnych podkociek polenych hyperkociek (na zéa-
klade ziskaného vztahu pre pocet maximélnyh podkociek).

e Odhad velkosti pokrytia konStruovaného pomocou maximéalnych podko-
ciek polenych hyperkociek (akysi ekvivalent skratenej formy DNF).
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