Uber die Komposition der quadratischen Formen
von beliebig vielen Variablen!.
(Nachrichten von der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Goéttingen,
Mathematisch-physikalische Klasse, 1898, S. 309-316.)

Im Gebiete der quadratischen Formen von n Variablen wird eine Kompositionstheorie stattfin-
den, wenn fiir irgend drei quadratische Formen ¢, 1, x von nicht verschwindender Determinante
die Gleichung

(1) So(xla Xy ... xn)d’(yl, Yz, - yn) = X(’Zla B2y e n e Zn)

dadurch befriedigt werden kann, dass man die Variablen z1, z,,... z, durch geeignet gewihlte bili-
neare Funktionen der Variablen x, zo,...x, und vy, ¥s, ...y, ersetzt. Da eine quadratische Form
durch lineare Transformation der Variablen in eine Summe von Quadraten iibergefiihrt werden kann,
so darf man, ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen, an Stelle, der Gleichung (1) die folgende:

(2) (@43 -+ +a2) i+ + )=+ a++ 2

betrachten. Hiernach ist die Frage, ob fiir quadratische Formen mit n Variablen eine Kompositi-
onstheorie existiert, im wesentlichen identisch mit der andern, ob man der Gleichung (2) durch ge-
eignete bilineare Funktionen zq, 29, ... z, der 2n unabhéngigen Variablen xy, xso,... 2y, Y1, Y2, ... Yn
geniigen kann. In den folgenden Zeilen will ich zeigen, dass dieses nur in den Féllen n = 2, 4, 8
moglich ist, dass also nur fiir bindre Formen, fiir quaterndre Formen und fiir Formen mit 8 Varia-
blen eine Kompositionstheorie existiert. Durch diesen Nachweis wird dann insbesondere auch die
alte Streitfrage, ob sich die bekannten Produktformeln fiir Summen von 2, 4 und 8 Quadraten auf
Summen von mehr als 8 Quadraten ausdehnen lassen, endgiiltig, und zwar in verneinendem Sinne
entschieden?.

Zur Erleichterung der Darstellung bediene ich mich der wohl auf Cayley?® zuriickzufiihrenden
Rechnung mit linearen Transformationen. Bezeichnet

aii, dai2, ... Qin

a1, A2, ... dgp
(3) A=

Ap1, Qp2, ... QApp

oder kiirzer A = (a,p) eine solche Transformation, so moge unter A’ diejenige Transformation
verstanden werden, welche aus A durch Vertauschung der Horizontal- mit den Vertikalreihen her-
vorgeht. Die Aufgabe, der Gleichung (2) durch n bilineare Funktionen

Zo = Qa1Y1 + A2y + -+ GanYn (O{:L 27”)

"Hurwitz, Mathematische Werke, Bd. IT (Algebra), LXXXII, S. 565-571.

2Roberts und Cayley haben sich im 16. und 17. Bande des Quarterly Journal mit dem Nachweis beschiiftigt,
dass ein Produkt von zwei Summen von je 16 Quadraten nicht als Summe von 16 Quadraten darstellbar sei. Th-
re dusserst mithsamen, auf Probieren beruhenden Betrachtungen besitzen indessen keine Beweiskraft, weil ihnen
beziiglich der bilinearen Formen z1, zo, ... spezielle Annahmen zugrunde liegen, die durch nichts gerechtfertigt sind.
Die #ltere Literatur iiber den Gegenstand findet sich in der Arbeit von Roberts erwdhnt.
Man vergleiche auch: Brioschi, Sur ’analogie entre une classe de déterminants d’ordre pair, Crelles Journal, Bd. 52
(1856), S. 133-141 [Opere mathematiche, vol. 5, p. 511-520]. — F. Studnicka, Neuer Beweis des Satzes, dass das
Produkt der Summe von acht Quadratzahlen mit der Summe von acht Quadratzahlen sich als Summe von acht
Quadratzahlen darstellen lasse, Prager Berichte, 1883, S. 475-481. — A. Puchta, Uber einen Satz von Euler-
Brioschi-Genocchi, Wiener Berichte, Bd. 96 (1888), S. 110-133.

3Cayley, A memoir on the theory of Matrices, Phil. Trans., vol. 148 (1858), p. 17-38.



zu geniigen, lasst sich nun offenbar auch so formulieren:
Man soll die Elemente a3 der Transformation A als lineare homogene Funktionen der Variablen

Ty, To,...T, SO bestimmen, dass die Transformation A der Gleichung
(4) AA = (i + a5+ +17)
genugt.

Ordnet man A nach den Variablen xi, xs,...x,, so erhdlt man
(5) A= 371141 + x2A2 +- 4+ ann7

wo Ay, Ay, ... A, Transformationen mit konstanten Koeffizienten bezeichnen, und die Gleichung (4)
gewinnt die Gestalt:

= (2 + a3+ -+ ap),

Der Vergleich der Glieder mit z2 zeigt, dass A, A/, = 1 sein muss. Fiihrt man daher die Transfor-
mationen

(7) Bl - AIA;N BQ - AQA;.L, ‘e Bn—l = 14,”_114;1
ein und setzt dementsprechend

so geht die Gleichung (6) in die folgende iiber:
(8) (1B +x9By + -+ + 2 1By 1+ x,) (11 By + 9By + - + 1, 1Bl + x,)
= (@ + a5+ +ay).
Entwickelt man hier die linke Seite, so ergibt die Koeffizientenvergleichung
BiBz/' =1, B; = —B,, Bz‘Bé = —Bsz/w (s k?)
und die letzteren Gleichungen kénnen offenbar auch durch die folgenden ersetzt werden:
(9) B} = -1, BBy, = —B}.B;, B =-B;. (izk)

Auf diese Weise ergeben sich also aus jeder Transformation A, welche der Bedingung (4) geniigt,
n — 1 Transformationen By, Bs, ... B,_1, welche die Gleichungen (9) befriedigen. Wenn umgekehrt
By, By, ... B,_1 den Gleichungen (9) geniigen, wenn ferner A, eine beliebig gewéhlte orthogonale
Transformation bezeichnet, so wird die Transformation

A= xlBlAn + x2BQAn + -+ *TnlenflAn + ann

die Gleichung (4) befriedigen.

Hiernach brauchen wir uns nur noch mit der Aufgabe zu beschiiftigen, alle Systeme von n — 1
Transformationen By, Bs,... B, 1 zu bestimmen, welche den Gleichungen (9) geniigen. Wir unter-
ziehen jetzt diese Gleichungen einer ndheren Diskussion, welche zeigen wird, dass ausschliesslich in
den Fillen n = 2, 4, 8, Systeme von n — 1 Transformationen Bi, Bs, ... B,_; existieren kénnen,
fiir welche die Gleichungen (9) erfiillt sind. Betrachten wir zunéchst die Gleichungen B = —B,.



Dieselben besagen, dass die Transformationen B; schiefsymmetrisch sind. Daher sind die Gleichun-
gen (9) unvertriglich, wenn n ungerade ist. Denn in diesem Falle wiirde die Determinante von B;
verschwinden miissen, was der Gleichung B? = —1 widerspricht.

Bei der weiteren Diskussion diirfen wir hiernach voraussetzen, dass n gerade ist. Vermoge der
Gleichungen (9) ist jede ganze Funktion von By, B, ... B,_1 linear darstellbar durch die 2"~! Trans-
formationen

(10) 1, B,, BB, B,B,Bi,..., DBiBy...B, 1,

wobei die Indices bzw. alle, den Ungleichungen
O<ii<n, 0<i1<ia<n, 0<i1<ia<iz<mn,...

geniigenden, Wertsysteme zu erhalt haben. In betreff dieser Transformationen (10) lehrt die Glei-
chung

(BuBi, -+ B;,) = B -+ B,Bj, = (-1)"B;, -+ B, By,
= (=1 B By

dass die Transformation
B;, Bi, - Bi,

symmetrisch oder schiefsymmetrisch ist, je nachdem r = 0, 3 oder r = 1, 2 (mod. 4) ist. Diese
Tatsache gestattet nun weiter, die Frage zu entscheiden, ob zwischen den Transformationen (10)
eine lineare Abhéngigkeit bestehen kann. Bezeichnen wir allgemein mit R, Ry, Rs, ... lineare Kom-
binationen der Transformationen (10) mit nicht sdmtlich verschwindenden Koeffizienten, so wird
R = 0 die allgemeine Gestalt einer linearen Relation zwischen den Transformationen (10) vorstellen.
Jede der Transformationen (10), welche in einer solchen Relation mit einem nicht vershwindenden
Koeffizienten behaftet ist, moge an der Relation , beteiligt“ heissen. Sind ferner R = 0, Ry, = 0
zwei Relationen, so will ich dieselben ,einander fremd* nennen, wenn es keine Transformation gibt,
die gleichzeitig an beiden Relationen beteiligt ist. Endlich heisse eine Relation R = 0 ,reduzibel “,
wenn ihre linke Seite in die Form R = R; + Ry gesetzt werden kann, derart, dass Ry = 0, Ry = 0
zwei einander fremde Relationen vorstellen. Im entgegengesetzten Falle heisse R = 0 ,jirreduzibel “.

Offenbar geniigt es, die irreduzibeln Relationen zu betrachten. Eine solche Relation bleibt irre-
duzibel, wenn man sie mit einer der Transformationen (10) multipliziert, und durch eine derartige
Multiplikation kann man erreichen, dass die Transformation 1 mit einem nicht verschwindenden
Koeffizienten in die Relation eingeht.

Ferner leuchtet ein, dass die Transformationen, welche an einer irreduzibeln Relation beteiligt
sind, entweder sdmtlich symmetrisch oder sdmtlich schiefsymmetrisch sind. Sei nun

(11) 1= " Ciriais Bis Bi Biy + Y Civinigia Biy Biy Biy Biy + -+

eine irreduzible Relation. Durch Multiplikation mit B;, wo ¢ irgend einen der Indices 1, 2,...n —1
bezeichnet, geht dieselbe iiber in:

B; = Z Civigis Biy Biy Biy Bi + Z Civigiia Biy Biy Bis BiyBi + - - - .

Hier diirfen nun rechter Hand nur schiefsymmetrische Transformationen auftreten. Es muss daher
Ciyigis = 0 sein, wenn der Index ¢ sich nicht unter den Indices i;, 49, 75 befindet. Da aber der Index
¢ willkiirlich wéhlbar ist, so miissen sédmtliche Koeffizienten ¢;,,;;, = 0 sein. Ebenso folgt, dass
Ciyigisiy, = 0 ist, wenn der Index 7 unter den Indices 41, is, 73, 4 vorkommt; folglich sind sédmtliche



Koeffizienten ¢;,;,4,, = 0. Indem man so weiter schliesst, erkennt man, dass die Relation (11) nur
die Form

(11/) 1= C'BlBQ...Bn,1

besitzen kann, wobei {iberdies noch n = 0 (mod. 4) sein muss, weil andernfalls By Bs ... B,,_; eine
schiefsymmetrische Transformation sein wiirde. Quadriert man die beiden Seiten der Relation (11'),
so erkennt man, dass ¢ = %1 sein muss. Ausser der Relation (11’) konnen keine andern irreduzibeln
Relationen existieren, als die, welche aus (11’) durch Multiplikation mit den Transformationen (10)
hervorgehen.

Fassen wir die vorstehenden Uberlegungen zusammen, so konnen wir sagen:

Befriedigen die n — 1 Transformationen By, B, ... B, 1 die Gleichungen (9), so ist notwendig
n eine gerade Zahl. Die 2"~! Transformationen (10) sind ferner linear unabhingig, wenn n =
2 (mod. 4). Sie sind dagegen im Falle n = 0 (mod. 4) entweder linear unabhéngig, ober aber es
bestehen zwischen ihnen die Relationen, welche aus

(12) BBy B,y = +1

durch Multiplikation mit den Transformationen (10) hervorgehen und keine andern irreduzibeln
Relationen. Die ersten 2”2 der Transformationen (10) sind also unter allen Umsténden linear
unabhéngig.

Hieraus folgt nun, dass die Losbarkeit der Gleichungen (9) die Ungleichung

(13) 2n=2 < p?

nach sich zieht, da zwischen mehr als n? Transformationen stets eine lineare Abhingigkeit be-
steht. Die Ungleichung (13) ist aber von n = 10 ab nicht mehr erfiillt. Es bleiben also nur die
Félle n = 2, 4, 6, 8, in welchen moglicherweise die Gleichungen (9) eine Auflosung zulassen. Der
Fall n = 6 lidsst sich ohne weiteres ausscheiden. In diesem Falle wiirden nimlich die 2° = 32
Transformationen (10) linear unabhéngig sein miissen. Unter diesen Transformationen finden sich
5410+ 1 = 16 schiefsymmetrische. Allgemein besteht aber zwischen @ + 1 schiefsymmetrischen
Transformationen bei n Variablen eine lineare Abhéngigkeit, und es ergibt sich fiir n = 6 der Wert
von M-+ 1 = 16.

In den Fillen n = 2, 4, 8 ergibt eine leichte, wenn auch etwas umstédndliche Diskussion die
wirkliche Auflosbarkeit der Gleichungen (9) und also die Existenz von Transformationen A, welche
der Bedingung (4) geniigen. Das Resultat dieser Diskussion lautet folgendermassen: Man verstehe

unter Ag in den Féllen n = 2, 4, 8 bzw. die Transformation

T, —T2
AO = 9
T, T

;

Ty, —T2, —T3, —T4
Ay = T, L1, —T4, T3 7
T3, Ty, Ty, —I2
\ L4, —T3, L2, T
((x1, —x9, —x3, —Ty, —T5, —Tg, —IT7, —Tg )
T, T1, —Ty4, T3, —Tg, T5, —Ig, T
x3, Ly, xry, —T2, —Iv, T, T5, —Tg
Ay = Ty, —I3, T, xy, T, X7, —Tg, —Ts
Ts, L, T7, —Ig, Zy, —T2, —Is, Ty
Xe, —Is, —Ag, —Tr, X2, Xy, Ty, €3
X7, Iy, —Is, T, T3, —I4, Ty, —T2
xs, —r, T, Ty, —Ty4, —T3, Ta, T




Dann ist die allgemeinste Transformation A, welche der Bedingung (4) geniigt, die folgende:
A= PAOQ?

wobei P und @) willkiirlich zu wahlende orthogonale Transformationen mit konstanten Koeffizienten
bezeichnen.

An die vorstehende Untersuchung kniipfen sich einige Fragen, auf die ich noch kurz hinweisen
mochte. Wenn es auch, abgesehen von den Fillen n = 2, 4, 8, unmoglich ist, das Produkt von zwei
quadratischen Formen von je n Variablen x4, ... x,, 1, ...y, darzustellen als quadratische Form von
n bilinearen Funktionen zq, 23, ... 2, jener Variablen, so ist doch eine Darstellung jenes Punktes als
quadratische Form von einer geniigend gross gewéhlten Anzahl bilinearer Funktionen der Variablen
T1y..-Tpy Y1, --- Yy immer moglich. Es fragt sich nun, welches der kleinste zuléssige Wert dieser
Anzahl ist. Transformiert man die quadratischen Formen auf Summen von Quadraten, so gewinnt
die Frage folgende Gestalt:

Welches ist der kleinste Wert von m, fiir welchen die Gleichung

(14) (2 +as+-+a2)yi+ v+ o) =2+ 2+t 2

durch geeignet gewihlte bilineare Funktionen zq, 29, ... 2, der Variablen z1,...x,, y1, ...y, befrie-
digt werde kann?

Diese Frage lisst sich noch dadurch verallgemeinern, dass man an die Stelle der Gleichung (14)
die folgende:

(15) (Bl +as - Fa) ) = At n et
setzt, wobei p und n gegebene Zahlen bezeichnen und wiederum der Minimalwert von m in Frage
steht.

Andererseits kann man in vorstehender Gleichung auch n und m als gegeben annehmen und
nach dem grossten zulédssigen Werte von p fragen. Diese Fragestellung gestattet in dem Falle n = m
eine andere Einkleidung. Betrachtet man nidmlich im Raume von n? Dimensionen, in welchem die
n? Koordinaten eines Punktes mit ay, (i, k = 1, 2,...n) bezeichnet werden mogen, das Gebilde,
welches durch die Gleichungen

ia% :iafg = -~-=iafn, iaihaik:() (h, k= 1,2,...m; h%/{)
=1 =1 =1 =1

definiert ist, so bezeichnet der Maximalwert von p nichts anderes, als die hochste Dimension linearer
Réume, die auf diesem Gebilde liegen. Ubrigens ergibt eine Analyse, welche der oben dargelegten
ganz ahnlich ist, dass dieser Maximalwert von p im Falle eines ungeraden n gleich 1 ist und im Falle
eines geraden n durch die Ungleichungen 2P~ < n?, bzw. 27=2 < n? eingeschriinkt ist, je nachdem
n =2 oder n = 0 (mod. 4) ist. Es kann also, wenn n eine gerade Zahl ist, der Maximalwert von p
nicht iiber 21%” + 1 bzw. % + 2 liegen.

Ziirich, den 25. Juni 1898.



