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Cours

LIMITES ET CONTINUITE DE FONC'I"IONH

Définitions.

. Limite d'une lonction a l'inlini.

a/ Délinition : Soit /une fonction définie sur un intervalle du tvpe |x, . =
Dire que /(x) tend vers + = quand v lend vers *
les valeurs f(x) prises pour tous les x assez grands.

Zl I

v signific que pour tout réel M, P'intervalle M . -
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7| conticrt toutes

Autrement dit : il existe un réel A au-dela duquel tout x a son image par /'qui est plus grande que M. quelle que soit

la valeur de M ("aussi grande que l'on veut").

eriture svmbolique

lim f(x)=+x =
N = i
Notations :
lim f(x) = v % se lit: "fx) tend vers -
e
e it
lim /= + 2 se lit: "la limite de la fonction fen 4 o est + ="
Lo

Exemple d'utilisation de la démonstration :
Prenons la fonction carré (on a admis depuis la classe de seconde que

&=t

VMERTAER Vaelh,+od () €M, vl

de probleme ; la définition 1 permet de donner une démonstration de ce résultat.)

Soit M un réel positif quelconque,

1 suffit de choisir A = ..M ........

N
etonaalors: Vx> A x>M

Pour démontrer que Ilm x* =+ =, il suffit de choisir A = .—J .elonaalors: ¥V x ( Al

Interprétation graphique :

Pour toute droite d'équation y = M, on peut trouver une droite d'équation x = A telle que la
courbe représentative de la fonction /'restreinte a JA | + =c est dans le domaine du plan :

défini ) x> A
éfini par P>M*

Reésultats a connaitre © '\ E ".‘/
Les fonctions [x -— x], [x — .\‘Zl x X" {n entier naturel non.nul) \/_l ofit ‘\‘_ g T ye A,
pour limite + ewen + @, : g LoF i ;
Les fonctions [x -—— x7] , [x —- x"] (» entier naturel pair non nul) ont pour limite + = en' \\ SE ¥ ‘
- | N P
Les fonctions [x v x], [x - x"] (7 entier naturel impair non nul) ont pour limite — =i "5 ‘Ot i o
en — w Daall T .

b/ Définition : Soit fune fonction définie sur un intervalle du type [xq, + [,
Dire que f{x) a pour limite le nombre € quand x tend vers + =
toutes les valeurs f{x) prises pour tous les x assez grands.

Autrement dit : il existe un réel A au-deld duquel tout.y a son image par /'qui est dans ) - & . ¢ - ¢]

la valeur strictement positive de & ("aussi petite que l'on veut").

Ecriture symbolique :

lim f(v) =¢

e

7 quand x tend vers + =" ou "la limite de f(x) quand x tend vers ~ = est

lim &~ =+ elintuitivement, ¢a ne pose pas

e W
EO
3sf /
f
30 !
P

VE_&(RﬂﬂA eR,\fxejA’ +xfi|ﬂz)—dl <

signifie que tout intervalle ouvert de centre ¢ ~antient

- quelle sue soil

i 2+ 3eosy
3 - . — P . ik ji )
[nterprétation graphique : L i exemple @ f{x) = . 2
Soit  la droite d'équation v = £. Si deux points M et N, avee M & \
Cfet N e d. ont la méme abscisse x. alors : vk /™ B -
MN = | fx) - €] . d ¥ e
Dire que f{x) a pour limite le nombre € quand v tend vers + = signifie 9

que la distance MN est albmaueuawnt petite pour tout x assez grand.
La droite ¢ est asymptote horiZontale & Cf en + co,
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Exemple d'utilisation de la démonstration :

Prenons la fonction inverse (on a admis depuis T classe de seconde que lim

b
— = 0 climtuilivement. £a ne pose pas
e At 0

de probleme : la délfinition 2 permet de donner une démonstration de ce résultat.)

Soit 72 un entier naturel quelconque. Prenons & = 107", (le choix d'éerive € = 107" n'est pas indispensalsle mais
il permet souvent de rendre la manipulation des nombres plus aisée)

- £ v T i
I sullit de choisiv A = . mee o etonaalors (WX > A, cgc—<g
= . : | - . ) |
Pour démontrer que lim —= 0. il sullit de choisic A = ... el alors : Vad .. A, ~§R—%<§g
i A X
Résultats a connaitre :
. . | | ‘ - ) | o
Les fonctions [x - TJ sl = 3 oy s N | (11 entier naturel non nuly . | —\T] ont pour limite 0 en - = ¢t
; ; : ¢

L] & R

2. Asymptole obligue.
Délinition @ Soit /une fonction détinie sur un intervalle du type [x, , = =[.

Sipour tout réel v assez grand, fv) = ax + b~ glv) avec lim €(x) = 0. on dit alors que le droite d'équation
Yoo

1= ax + best asymplote a la courbe Cyen + =,

Exemple :

Soit f'la fonction définie sur | — | , + =[ par f{x) - iy et € sa courbe représentative dans e plan rapperss & un

-

repere (O, 0, )

9
Vx>0, flx) :'—LI_ Rappel : le numérateur et le dénominateur de cette fonction
,\’(| + ;) rationnelle tendent tous les deux vers l'infini en + . Pour
. ’ I'¢tude de la limite de /'en + =, on dit qu'il s'agit d'une
) =— l forme indéterminde. On léve cette forme indéterminée en
| + = factorisant le numérateur et le dénominateur par le mendme
= de plus haut degré.
lim (I +—) =1
Tt x done, lim flx)=+= On avait, en premiére, extrait de cette technique un résultal
. Lirr}lwx =+m A de cours :
Une fonctiom rationnelle a, en l'infini. la méme limiwe
Ao _que le quotient.des mondmes de plus haut degré de son
Vo n.—‘T Tk numérateur et deson dénominateur.
. e R ) ; R T R T T an’
p hTT(Lt)' T L',Tm (A hT,l =1 x ET‘A bpx "+ b, x? '+t hxthy o Bt

Interprétation graphique de ce résultat intermédiaire ;
Soit M(x , fx)). M est un point de Cp.
£

est les coefficient directeur de la droite (OM).

Quand x devient de plus en plus grand, M se déplace sur C;
vers la droite. Quand x tend vers + =, la droite (OM) lend
vers une position qui "semble indiquer la direction prise par
la courbe Cyen + ", Cette droite vers laquelle tend (OM)
est appelée direction asymptotique de Cyen + =,

Soit N le point de cette direction asymptotique. d'abscisse x.
Pour savoir si (; posséde une asymptote. il reste a4 "mesurer”
I'dcart MIN entre (et sa direction asymplotigue, ot a savoir si
cet écart tend vers une valeur constante.

MN = [ fix) - x|

Vez-1, [fv)—x]= \_";l _x
ﬁr\' _ .\.
I -xl = = T e
lim i./(l') x| = lim l= lim | =1
Y= re: N+ X P Gy

-2/8-
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Tragons limage de a direetion assmptotique de G par a trinsiation de s octeur -1
On obtient la droite  d'équation = v— 1.
Vérifions que la droite o est bien asymplote i ¢ ren -+ 7,

1

Viez- L fx)-@=-1)s=—— x|

lim (fx)~(v-1))=0

V-2 8

la droite  d'équation = v — | estasymptote & Cpen —oe, g
: J bl

Etudions maintenant la position relative de € avee son asympiote o,

|

Vg = [ )~y — [F=—

I

x o |
V- fx)—(x=1)=0 .:
V-1, flx)>x-—| Y ,/‘4/
Crestau-dessus de o/ sur | =1 +eof . :

3. Limite d'une fonction en un réel u. A
a/ Définition : Soil ¢ un réel et fune lonction dont Pensemble de définition contient au muins un interyalic
—a,aloula.a+af.
Dire que f(v) tend vers = = quand v tend vers o signifie que pour tout réel M. lintervalle [M .+ =] contient toules
les valeurs f(x) prises pour tous les v assez proches de o,

Je la fvise o

Autrement dit : il existe un réel positit' b tel que pour tout v dans Jo =3 .« Bl . v a son image pac S qui <5t plus
grande que M, quelle que soit la valeur de M ("aussi grande que l'on veut").

Ecriture symbolique :

lim flx) =+ < VMeR3IBeR,Vrxela-B,a+B[, Ax) e M, +x[

Nolations :
lim Ax) =+ se lit : "/(x) tend vers + = quand x tend vers ¢" ou "la limite de /vy quand x tend vers ¢ est + "'
X =

lim /= + co se lit : "la limite de la fonction fen « est + w" |
a
[nterprétation graphique :
La droite d'équation x = a est asymptote (verticale ) la courbe. représentative de.la.fonction /.

Résultats 4 connaitre :

lim ===+ x . On deril aussi lim —==+ . [ an dit: “La limite qu¥ x tend vers 0 par valeurs supdrieures «
4 -

l
rauVT N*”’Vﬁ ‘tc\ﬁ
X =

est + ", On peut aussi dire "la limite a droite en 0 de la fonction [\‘ —

"

—[q} '\Sl B
V} esl ko,

z oM e ] S : S

lim ==+ lim ==-c0. lim 7=+ lim <=~ (7 entier naturel impair non nul).
y=>0X x=0X x=0N x=0Y

X0 x=0 a0 xef)

| e L= . ;
lim ==+, lim = =+ % (1 enlier naturel pair non nul).
S A v (X

Exemple :

e | L . s ;
Soit /'la fonction définie sur IR\{2} par /(x) = T et ersa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére

(O, i, 7). Elle n'admet pas de limite en 2, mais elle admet une limite 4 gauche et une limite & droite en 2,

premiére méthode : + deuxiéme méthode :
lig.(2—3) =@ | | : Onposex=2+/f avec hz0
;’*'* - i f done lim s——= = ! ) | |
LY £2, 2y oy B vy =——— =~
4 , 3 2Dah Th
. . | : o . =
De méme, lim 3 =96 : Or, lim ~=+en ¢t il —= w—eo
r—s1=—X . hﬂ{)h ol
g 1 h=0 =0
Done, lim et Wl =g
y—>2=—X v 2o X
x>2 A3

La droite d'équation x = 2 est asymplote a la courbe ¢,

- 38 -
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b/ Définition : Soil « un réel et Sune Fanction dont l'ensemble de délnition contient au moins un intervalle de la forme |
- uLalou fa.a+ .

ol

Dire que f(x) a pour limite le nombre € quand x wend vers o signilic que tout intervalle ouvert de centre ¢ contient
toutes les valeurs f(x) prises pour tous les v assez proches de «.
Autrement dit : il existe un réel positif B tel que pour tout x dans Ju =B , o + Bl . xason image par /qui est dans

J€—¢€ , ¢+ g[, quelle que soit la valeur strictement positive de € ("aussi petite que I'on veut"),

Eeriture svmbolique
- e e vy e . [ ;o
lim flx)=¢ = VeEeIRLIPelR, Yee lu-P,a+. (o) -l <t
V! i
¢/ Délnition : Continuité en o d'une fonction f délinie en ..
Soit « un réel et /une fonction dont 'ensemble de définition contient au moins un intervalle de I forme
ler =, at+al.
Si lim Ax) = fu) alors on dit que la fonetion st continue oi .
X o i

Exemples :

Soit /'la fonction définie sur IR par: @ Soit /la fonction définie sur IR par : ¢ Cas de la lonction partie enticre
{_/(.\'} =x’+1 six<? {_/(.\') =+l sixg2 P v e IR, E(x) =4 avee s
JxX)==2x+9 six>2 L AR=R =3 six>2 ke N
lim flv) = lim(x~+1)=3 Colim Ax) = lim (e D) =3 1 k<y k|
v=p 1 =2 k=2 r—=2 |
<2 ' Ne2 ‘ L -
lim f(x)= Iim?{— 2x+9)=5 colim Ax) = lim (=2 9) = — | - -
¥ 2 t=s) Cox 2 Fa e % r =
\.r ;;2 ‘ T\ >2 i B _.k-
lim flx) = lim flx) =75 -/ nadmet pas de limite en 2 done la ! ; e
o g - fonction fn'est pas continue en 2, St
Donc, IimT/(,\') =5 i I
=2 i ¥ —f L
Etf2)=2"+1=5 ; r 5 - 7
Donc. lim f{x) = A2) ; : e
b= ' S “

La fonction /'est continue en 2. ] L . -
; » La fonction partic entiére n'cst pas
i ' continue en quelque valewr ontiére

L : \ rF ' que ce soit,
: \ r it i Lle est par contre continue =n tout
- ! \ L . réel non entier.

B

[I.  Opérations sur les limites.

Dans ce paragraphe, o désigne soit un nombre réel a. soit «”. soit «”, s0it — . soit + ». £ et £' d
réels.

dsignent deux nombres

|._Limite d'une somme de deux fonctions.

& ‘IE’T(I[{\) ~ 4 ¢ ¢ - co__' ' g i) + o o
et si lim g(x) = A - i —5 o .
V— -
alors lim (f+ g)(x) = f .+ p/ | o2 > o \ Iy _!

-4 -
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2. Limite d'un produit de deux fonctions.

e =g : —_—
Si J!;nl/(\) ¢ €<0ou—x ! =0 oy = » } ¢< 05 T s =00 ~em ¢ 0 '
elsi lim g(v) = ¢ [ L ! %o | . P o _7.30 o 71_ |
v i I G {
alors lim (/ x g)(x) = ki N A e ‘ . o = ﬁ__i
N = J |
3. Limite de l'inverse d'une fonction.
Si \.Ii%mug(x): £+0 Oetsig>0 | Oetsig<0 | —xou*n —'
= ¥l I : | i
alors lim (—) A = : ; 1+ e ! — o \
S .L’( ; i [ a Tn l Q |

4. Limite de la composée de deux fonctions.
Proposition : Soit /= g e u. une fonction composée de deux fonctions i et g.

a.hoet d désignent des réels. ou -~ =, ou o
Siona limux)=5b et Iimfg(,\‘) =n alors fim flx)=X
v = M= b

Ne=ff

Démonstration dans le cas ol u =+, h =« oo ¢ b réel
Soit J un intervalle ouvert qui contient A, / )
S . . 5 R . ! 1 (A
Comme lim g(x) = A, il existe un réel positil A tel que Icontient tous les réels oY) 7{ i A
X - .
pour.\'<— A, X == u(x) = g(u(x))
Comme lim u(v) = -, il existe un réel positif B tel que ]- % . — A[ contient tous X b2 gl
X =t i

les réels u(x) pour x > B.
Onadonc:Si x>B ,alors u(x)<-A et glux)) el
Si x>B ,alors J(x)el. g
Ainsi, tout intervalle ouvert J qui contient A contient aussi tous les réels fx) pour .y assez grand : ce qui signifie que
lim fix)=Ax

X—=> rom

5. Exemples.
Déterminer les limites des fonctions suivantes :

. ] oy Ay = |
alfix - en2: blgix - ent+x:

=¥ A |

=
P e XA+ L BDboel fov g

III. Théorémes de comparaison.

1. Théoréme des eendarmes.

Soit € un nombre réel et /. g. h trois fonctions définies sur un intervalle de la forme [r/ +x[ avec rréel. telles que
g<f<h avec lim g(x)=¢ et lim h(x)=¢
X =+ N—= o
Alors  lim flx) =¢.
XN = tw

Démonstration : Soit J un intervalle ouvert contenant { 1| s'agit de démontrer que | contient tous les réels f{x) pour x
assez grand.

m
T

limg = ¢ donc il existe un réel A, tel que : ¥ x > Ay, oly)
j A

1.

m

limh =€ donc il existe un réel A, tel que ; ¥ x > Az h(x)
) £ 0

On pose A =max(A |, Ay), le plus erand des deux réels A, et A,
Six est supérieur & A, l'intervalle J contient g(x) et A(x), donc J contient tous les réels compris entre g(x) et ii(y). En
particulier, J contient f{x).

Ainsi, lim/=¢.

| R ]

- e . _ 3 LSeomy
Exemple : Soit /'la fonction définie sur IR” par /(x) e 2

Déterminer la limite de fen + =,

=58 -
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2. Deux autres théorémes de comparaison.
@/ Soit fet g deux fonctions définies sur un intervalle | = [ =l avee roréel.
e Si Vyel/v)zgl) et lim gx)=+= .alors lim )=+,
.o oL

V —rden

e Si Vyelfix)sg) et lim gv) === .alors  lim (y)=—o.
v -3 4 a3 L )
b Soil /el g deus Tonctions définies surun intervalle | = [F¢ Aoaavee rrdel. telles que

lim flv) =€ el liIE' elx) = ¢,

R /] =

Si f2e Lalorst <€,

Attention : on peut avoir £ =¢' méme si /< ¢.

. |
Lxemple : f(x) = el gly)= T

o eet]

Var0 ) <ge) o lim fix)=
=y ed

il B )

IV. Continuité.

|. Notion de continuité,
a/ Fonction continue sur un intervalle.
Délnition : Soit fune fonction définie sur un intervalle |,
La fonction fest continue sur | si ¢lle est continue en . pour toul réel a de 1, cest-a-dire si V a 7T, limf'=
o

ey - ou,

autrementdit, V a e [, Ilimn/(u + h) =fla).
1=

Graphiquement, la courbe représentative d'une fonction continue sur un intervalle ne présente pas de "saut" sur cet

intervalle ; on peut la tracer sans lever le crayon.
Alors que la courbe d'une fonction non continue sur un intervalle présente au moins un "saut" sur cet intervalle : par

exemple, la fonction partie entiére n'est pas continue sur [0, 2[ : elle est dicontinue en | sur cet intervalle.

b/ Cas des fonctions usuelles.
Théoréme : continuité d'une fonction dérivable :
Soit fune fonetion définie sur Dyet [ un intervalle inclus dans D,
Si la fonction /'est dérivable sur Uintervalle 1. alors fest continue surl.

Rappels
DEf

un intervalleinelus dans 0,

Deémonstration : Soit fune fonction dérivable sur unintervalle. |
ef a un réel appartenant a |.
Donc, pour tout réel 4 tel que a + A appartienne a [, on a :

ﬁff_i_@;?)_:ﬂ__@ = fa) +e(h) ,

D'ot. fla + h) = fla) + h(/(a) + e(h))

o : ; 1 +h) - fu

Jest dérivable en a si le quotient AL - I/) il
i 1

admet une limite finie lorsque / tend vers 0.

La limite de ce quotient est alors notée [ ) et

avec lime(h) =0
h—0

Or, h“_[ﬂn/’f(f(ﬂ) +&(M)=0x(f(a)+0)=0 appelée le nombre dérivé de f'en o :
Done. flimnf(a + h)=fa) _ : Pray= T (o + f}) —fied)
i ‘ It )

La fonction f'est continue en a.

_ i : Si fest dérivable en «. le réel /'(a) est le
Finalement, la fonction fest continue sur |,

coefficient directeur de la tangente a la courbe ¢,

. L. au point A(a , fla)).
Remarque : la réciproque de ce théoréme est fausse.

Par exemple, les fonctions racine carrée et valeur absolue sont continue en 0. mais ne Sont pas dérivables en 0.

Théoreme adimis :continuité des fonctions usuelles
Toute fonction construite & partir des lonctions polyndmes. de la fonction racine carrée. de lu fonetion valeur
absolue et des fonctions sinus et cosinus par addition, multiplication ou composition, est continue sur tout inervalle
inclus dans son ensemble de définition.

Exemple : Soit /'la fonction définie sur ]—=c . — UL+ %[ par fix) = » f_\,z %,
La fonction f'est le produit de la {l}llclia)lt polyname [ — x} et de la fonction [v s vx™ - 1] yui est la COMpOosee
de la fonction polyndme [x —= x~ — | | suivie de la fonction racine carrée,
Done la fonction fest continue sur J- = - [T et sur 1, + =[.
Prouver que la fonction /'n'est dérivable nien — 1 nien |,

-6/8 -
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¢/ Tableau de variations d'une fonction continue.
Par convention, les (1eches obligues du tableau de variations d'unce fonetion traduisent Ta continuits ot b siricte
monotonie de cette fonction sur l'intervalle correspondant,

2. Propriété des fonctions continues.
a/ Théoreme des valeurs intermédiaires (admis, bien que pouvant étre démontré a l'aide des suites adjacentes, ¢tudides '
plus tard dans l'année. ..).
Soit S'une fonction délinie et continue sur un intervalle [ et a et o deux réels de |
Pour tout réel & compris entre fla) et f(h). il existe lll]\]LL] ceompris entre e el b el que fe) - 4,

e, FAZasIS

Illustlallon p'll un umphlqu;. :

/)

—t— -3 >
- b s [
b/ Image d'un intervalle par une fonction continue.
Propriété (admise, découlant du théoreme'des valeurs intermédiaires) :
Soit /'une fonction définie sur O, et I un intervalle inclus dans Dy
Si la fonction f'est continue sur I'intervalle [, alors I'image /(1) de l'intervalle | par la fonction /'est aussi un intervalle,

Remarque : I'image d'un intervalle par une fonction non continue sur cel intervalle peut étre un intervalie. mais co n'est
pas lorcément le cas.

Exemples : reprenons les fonctions de la partie I, 3. ¢/

Soit /'la fonction définie sur IR par: : Soit f'la fonction définie sur IR par : Cas de la fonction partie entiére :

J)=x+1  six<2 {j{x) =x"+1 six<2 ' Vxe R, E(x)=kavec:
{_/(.\'):--2.\’+0 six>2 fxy=x-3 six>2 {A‘ e IN
La fonction fn'est pas continue en 2. k<x<k+1 |

La fonction f'est continue sur IR.

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
v
i
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'

—L

L
i

e i
% b
—t [

: La fonction partie entiére n'est pas
© continue sur IR,

A3 2= <

|
|
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3. Fonctions continues et strictement monotones sur un intervalle.
a/ Stricte monotonie et dérivabilité.
Rappel : Soit / une fonction dérivable sur un intersatle |

o Sila fonction dérivée /" est positive sur Vintervalle et n'est identiquaiment nulie sur sacun omval aclus
dans 1, alors la fonction /est strictement croissante sur L.

s Sila fonction dérivée /" est négative sur Iintervalle et n'est identiguement nulle sur aucun intervalls melus
dans 1. alors la fonction / est strictement décroissante sur 1.

%’ Fonction continue strictement monotone sur Ler. b
Corollaire (= conséquince directe d'un théoréme déja démonuré) du hcn me des valeurs intermédiaires -
Soil e el A deux réels lels que a @ A,
Sifestune fonetion continue et strictement monotone sur fintervalle jo bl alors, poar tout rect & compris ol ()
et /(h). I'équation f(x) = k a une solution unique dans Uintervalle [ . Al

Démonstration @ dans le cas ou f'est strictement croissante sus 'intervalle fo | b].,
Existence d'une solution :

lee r.u-u’ (c. H\"' 6(4-5 Vf-[ (o mvu. {.‘.GL LNL‘LM St [u-- \93
bk €R gt cmpms enbne '(("-) LL,F

Unicilé de la solution : C- el o) ((‘-) k

(pon ”‘*"‘U““\'-g devx wel? ds {."- L3 "‘”'("‘" )(("“3 (“2) = kel

So‘?oim)s v '
esl SL&‘C‘Fw\{(‘*\([(‘;) ‘)w wde c“-*-"fﬂ.u.é\tc_ 4L. TP

Lo (i‘."‘ d ve $o(°

a/ Extension au cas d'un intervalle quelconque,
Le corollaire précédent s'étend au cas d'un intervalle ouvert ou semi-ouvert, borné ou non borné.
-(Onl'. P !"TL waslt iﬂﬂvc ow w Saul ﬂ-"'ﬂ’i'—d “-
Théoréme de la bl|bLilOn
Si /'est une fonction continue et strictement monotone sur 'intervalle . alors. pour tout réel & appartenant a A1)
I'équation f{x) = k a une solution unique dans l'intervalle I.

Cela revient a dire.que fréalise une bijection de l'intervalle 1 sur l'intervalle j{l) tout réel de [ a une seule un'we dans
A par fet tout réel de A1) a un unique antécédant dans [ par /;

4. Exercices,
a’ Lncadrer les solutions d'une équation,

. e : _ 3 . . . - .
Démontrer que I'équation \f: B admel une unique solution éelle . puis donner un encadremer: de w
d'amplitude 10 -

b/ Dénombrer les solutions d'une équation.

Soit /'la fonction définie sur IR par flx) = x' - 347,
Dénombrer les solutions des équations suivantes : /() =—=1 et fx)=-=3.

- 88 -
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IPRESENTATION DES SUITES ET RECURRENCE

I. Notion de suite.

I. Une suite est une application de [N (ou parfois de IN") a valeurs dans IR.

La suite " u. &St n(?tee de plusieurs fagons :

n

(uodn N : (u,,) ou parfois u
2. Deux facons de définir une suite. u{"
a/ Suites définies par la donnée explicite de leurs termes. s

C'est le cas, par exemple des suites (u,) et (v,) respectivement définies par wu,={(=1)" et v, =/ ol fest la
. s - ¥
fonction [x g x" +3x - 1].

b/ Suites définies par un terme et une relation de récurrence.

C'est le cas, par exemple des suites (u,,) définie par  ug=—1 et up =u,+ | pour tout entier naturel 1,
Remarquons que pour tout n, u,., = fu,) ou fest la fonction [x ¢— x + 1].

-D pu.al--.’g_‘sm .

II.  Suites arithmétiques et géométriques.

1. Soitne N"etg e IR\{1}.
Alors, l+2+3+...+n=..._~_‘it—_ 4 n (S'l’.s :25)
. P T |
5 I+q+ql+q’+...+q"=...:_1; ((l"“—‘l)

1-q
2' e —— e ——
Suite arithmétique de raison r *_Suite géométrique de raisutiy
définiti lation d Pmr\.;m"mzuo Vo
¢finition par une relationde | | e n . .
récurrence «de cemiunce U'vvﬁﬂj Usan —

Vﬂs &N, dezum-er 4 -70“

1 1t enne Coqen konme s {"';fanm Gl 48N e

= - I - = ———==%

formule explicite du terme de eslr Vo : CS\' Vit esb vy ¢ 2si- U s
’ . - L3
rang n VM£M Vmﬁm""“ Voer -etﬁJ, v GN,

Un =Up 4R’ YN =Yt (“\"{)Q Vo= Upkg™ U= U“Xﬁ‘(“;‘)

P P~ ) 4 AndeA
conséeutifs : Zuk - ? v = UP e A 4
TR T T SR ng =p 4- 1

en
3. Théoréme : Soit g € R\{1}. Y h\nnnu\)i-i —2 Senane E""”‘"‘“?
e Si g>1 alors lim ¢"=+w . .

H—+w L—Dl"bl.am
e Si —l<g<l alors limg'=0 analiinglye

n—>+w

somme de n + | termes

e Si g<-1 alorslasuite (¢") n'a pas de limite. 5 [. L L‘

hloLe.:T:. fes u“'g.:ﬂ. les linibes Vdsin [es fovic™ raskae 'V-Ll. ‘rd -
= e Al osde. )+ I3 = L e & =" i )€

11 Corgpgozft'ér?léﬁft gl(:'bal dc'ﬁ-;; suite.)m.-u@.v =t z_‘?: )((‘) L= jz-)&f( )

|. Sens de variation d'une suite.
a/ Définitions :
e Une suite (u,), < v €5t croissante si et seulement si pour tout entier n e N, w,., = u, .
*  Une suite (&), v €st strictement décroissante si et seulement si pour tout entier 7€ N, w, | i,
e Une suite (#,), < (v €St constante si et seulement si pour tout entier n e IN, Wi =5l o .
*  Une suite (4,), < (v €St Stationnaire si et seulement si elle est constante a partir d'un certain rang :
Y 72 ng, ey = Uy,
e Une suite est (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou (strictement) décroissante & partir de
son premier terme.

e Une suite est périodique s'il existe un entier N tel que : ¥V n &€ IN, u,.y = u,, .

B2
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b/ Méthodes pour montrer qu'une suite est croissante :
e Meéthode directe.
Exemple : Soit (u,), < v définie par son terme général w, = 4n + | + 2"
e Etude du signe de la différence u,.; — u,, .
Exemple | : Soit (u,), < i définie par son terme général u, = cos(n’) — 2n .
|

n+1 -

Exemple 2 : Soit (u,), < v définie par son premier terme u, = | et la relation w,., = u, —

5 % Uy 2 i ¥ A . —
e  Comparaison du quot:ent*—;’;_ avec | (apres avoir vérifié que tous les tlermes sont strictement positils),
"

Exemple’: Soit (u,), « v définie par son terme général u, = =

o  Etude des variations sur R~ de la fonction /'dans le cas ol (u,) est définie par (u,) = fin).
; o i | —n®

Exemple : Soit (u,), « ;v définie par son terme général u, = —
n L

e  Par récurrence.
Exemple : Soit (u,), « nv définie par son premier terme ug = | et la relation u,e; =\/4u, + 35 .

2. Suite majorée, minorée, bornée.
a/ Définitions :
= Une suite (), < v st majorée ssi il existe un réel M (indépendant de n) tel que pour tout entier n € IN. 4, <M
e Une suite (u,), « w €St mijorée ssi il existe un réel m (indépendant de ) tel que pour tout entier 7 = IN. u, > m .
e  Une suite (#,), < v est bornée lorsqu'elle est & la fois majorée et minorée.
ssi il existe deux réels m et M tels que pour tout entier # & IN, 1 < 1, < M .
ssi il existe un réel M tel que pour tout entier n € N, | u,,l <M.

b/ Exemples :
i L —277 + |
e Soit (un), < v définie par u, S e

Démontrer que (u,) est bornée.
e Soit (un), - v définie par wy =0 et 1., = 2\ u, + 1 . .
Démontrer que (,) est bornée par 0'et 9. 1

C/CWS-;-?"‘ : ‘. | t
_ S wele Sen Fe (U.“ )_“ g r—s\’ Lmu&ﬂ; c-»...(ﬂ'l..s c“:. G—SL cwwrbml'-g
- 8N (on)eens ) v dEfise pon nionnesce bel gt Uy, :F(Un)’ adons sa linike

esh e sol® oo I'Equas e = f(). . i
55';‘110: So ) P;I‘., linite de (U-n\.)) £ €R. ‘
W€ ek lin fea f) |

‘X4
Dewse ml*e;_{(u‘) = & () |
b !";:1 e gt :P (?) ."

00 vuyez flony Y |
Ne (@, ()ek (2), o o R qn venifie ((0)-0.
\ML pt&l’ anig Goforlc. ,’é-a'uu"-r(x;) =3 .
a/Oefionbiads |
(@) & (v.) sb ..:l/' ccnsbas 53t M ek cansmanle, Vnodns Jiconicnch)
)

et (O,.\— v, ) est coov acole .

4 S ’
E/ Spml)c,l- (\)M) s\v 'c.a.oJl'cS,.p.lms g,((ts 8" Cma\.n-f.‘a)w\a_s q,l:m.ll L " l:m_llz
‘)_E.:f:_u $Um$\£..$0£ .. ,

© ?
o ln(eu)ee D -0
o Limibes oy Pigyepr)corea AL s Lin (U0 )CO S linvfling,

i(‘,_;-' S m ]fu‘)‘k’f_n e e t(c-ﬂ‘\-l?. £(.‘3 ML‘, ‘f;‘. Con "\q"?’?’ﬁ“”‘"‘i"td ;




|

| Ceons "-L“f-o""‘:dmld'

: |Dérivation et fonction tan| ‘

Dans tout ce chapitre, [ et J désignent des intervalles de R. '

1 Fonction dérivée ' ‘
1.1 Nombre dérivé en un point

Proposition 1 Seit f une fonction définie sur / et a un point de /. Soit [ € R. Les (rois ¢nonceés

sulvants sont équivalents : Ei
. La fonction @& —— L(— admel une limite finde | en «.
T+
, fla+h) - fla) o
2. La fonction h +— ﬁ(——]}-—-(— admet une limite finie | en zéro.
o ‘ !

3. Tl existe une fonction € telle que poir tout réel h voisin de zéro,
fla+h) = f(a) + 1 x h+ he(h) avec fhmOE(h) =0
S

Définition 1 Lorsque 'une des 3 condilions précédentes est véalisée, on dil que [ esl déricable en
Lennition i {

a. Le réel | est appelé nombre dérivé de f en a, on le note f'(a). i e n 'S“_P ey ,‘_W,L,
TR U a e\ x.alLQ ‘
; ) T ey i |
Si f est derivable en a, alors f/'(a) = lim M = 11 n {( ‘8 '((“'_)_
r—a T —a 3y i

Proposition 2 Si une fonction est dérivable en un point «, alors elle est continne en «.

Interprétation graphique : Soit f une fonction dérivable enr un réel @ de [ et [ sa voprésentation
graphique. La tangente & I au point A(a, f(a)) est la droite passant par A, de coefficient directenr

f'(a). L’équation réduite de cette tangente est : H(ﬁﬂ)" 7‘(_._’ ‘.ﬂ( ﬁ)w‘

|

|

|

|

i

|

Vf) 3 (=) (.c-g_) + ,‘('(,_) é-;?lel—(

Approx. I} m.L,_.l‘_ Ds _._f iy "7\( ey (7 kq) xd=0
Pg Derffees des fonctno?fgJ u;;‘e?i‘e'sa > de o '((”) }(N(xnﬁ{(-. "'(b)(x-n) +((~) ‘
|

|

|

os n 4= E! X
/)‘ en /r)rr/

Définition 2 On dit qu’une fonction f est dérivable sur I si el seulement si [ est déria L .

point de I. On définit alors la fonction dérivée de [ sur [ par x — f'(z).

fonction f derivable sur [ derivee [’
flz)=a®; me W I=R Flad =ng™® '
: . i aw_ & '
/(@) = V7 I =0, -+ Fl) = 7=
1 ; -
flz) = — f=\0, #6] T =~ 80,00 | fl2) = w22 .
Tt x_ﬂ#-‘l
Hz) =sinz I=R F() = cus
flz) = eos [=R Fla) = —sin
flz) = tans [= J —% +fem, 'j; + ."::7:'{ f'(x) = 1 + tan"(x)
avec k€ Z = 1.,
cos? 4
me)ll_s aLa_ )Zpiw_u‘ (Sa.® 1+ '
) s / e
(.)C.-h) = ame™-! (UM) & mg™t g




1.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Théoréme 3  Soil « el v denx fonctions dévivables sur £, Alors

la fonction w + v est dérivable sur [ el (v +v) =o' + '

2. la fonction w.v est dérivable sur / et (u.v) = . viv.gvlu

= : , 1 U ! i
3. si de plus pour tout réel z € I, v(z) # 0, les fonctions = et — sont dérivables sur [ ol |
o v

’ - Ly ! UV -, !
(?lf) - 02 ; (:) :_—vrl—u
A ‘-l' (! P-Ll.n_ J—L z ews®
a 4-‘[’ '—L.n..lua.lL sm\; (¥ le' L‘\.\V&L\J— Sun

Vx €T, 0 (<Y € J
Ng avews clg J-‘.{“J'li.. pen 7((‘) D (u(-.;.)), oLut.;v-—LL sun L |-

Ve € I, } Ge) = 9 '(069) xu ‘o) i iy 9,0
Lg U Senvme 5(12

g (V) -9 (v () _ 2 (¢ 069) - 9 (o)) . v(%) - v(=)
X~ U () = u (=) X -o
2 Applications de la dérivation

p;rtj'. c.][ Cll‘hw_ls\raao
P

2.1 Variations d’une fonction

Théoréme 4 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.

e Sila dérivée f’ est nulle sur 7, alors f est . .Cw-.l.ﬁ.‘."!-n-‘."k.. sur [,
o Sila dérivée f' est positive sur I, alors f est croissante sur /.

o Sila dérivée f' est strictement négative s [ (sauf éventnellement en un
nombre fini de points ot f’ g’annule), alors f est strictement docroissante
sur /.

2.2 Extréma d’une fonction

Proposition 5  Soit f une fonction dérivable sur un inlervalle ouvert . Soit a un ¢lément de I

o Si f admet un extrémum local en q, alors f/(a) = 0.

» Si f'la)=0cetsif OLM‘?& . c(.l. .H)J!.M.‘; alors [ admel un extréraum local en .
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