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物理現象は多く単純な微分方程式に従う．これを天然の計算機械と看做すとき，その能力や
限界は如何なるものであろうか．このような「アナログ計算」の複雑度に関る研究について拙著
［11，14］を含め紹介する．

微分解析機と汎用アナログ計算機
1930～50年頃に造られた微分解析機（Differential Analyzer）［1］は，微分方程式を解くためにそ
れに従う物理系を作って測定することを原理とするアナログ式の計算機であった．その数学模型と
してシャノン［6］は汎用アナログ計算機（General-Purpose Analog Computer）を定義した．この
模型が生成する函数の全体は，微分代数的（differentially algebraic）な函数の全体に或る意味で一
致することが判っている［6，5，4］．微分代数的とは導函数の間に自明でない代数方程式が成立つこ
とをいう．例えば正弦函数 sinは方程式 sin′′(x) + sin(x) = 0の解であるから微分代数的である．
ガンマ函数は微分代数的でない［3］．
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ムーアの実原始再帰函数
ムーア［12］は通常の原始再帰函数の定義を形式的に真似て実原始再帰函数（real primitive

recursive functions）を導入した．即ち通常の原始再帰函数が基本函数から合成と原始再帰とに
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よって作られる自然数函数であるに対し，実原始再帰函数は合成と微分再帰（differential recursion）
とによって得られる実函数をいう．微分再帰とは函数 f : Rm ⇀ Rn と g : Rm+1+n ⇀ Rn とから

h(u, 0) = f(u)
∂h

∂t
(u, t) = g

(
u, t, h(u, t)

)
⑴

という函数 h : Rm+1 ⇀ Rn を得る操作である．実原始再帰函数を作る際には微分再帰⑴を異なる
引数 tに沿うて幾度も施すことができるため，微分代数的でない函数も生ずる［11］．
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微分方程式の解の計算複雑度
実函数についてその近似し難さに着目して多項式時間などの計算複雑度を論ずることは葛とフ
リードマン［16］を嚆矢とする．この尺度の下で方程式⑴は如何に複雑な函数を生ずるか．簡単のた
め uと f とを省いた次の方程式を考え，g : [0, 1] × [−1, 1] → Rと h : [0, 1] → [−1, 1]とが全域に
て定義せられ g が多項式時間可計算であるとする．

h(0) = 0 h′(t) = g
(
t, h(t)

)
⑵

このとき一般に h は⑵の一意な解でないし，もし一意であっても複雑度は任意に高くなり得る
［18，15］．一意性の十分条件である g のリプシッツ連続を仮定すると hの複雑度は多項式空間まで
落ちる［15，14］．更に g が解析的ならば hも多項式時間可計算となる［17，13］．
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