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1. Introduccion

Los teoremas de la incompletitud de Kurt Godel [1931] se consideran entre los
mds importantes resultados de la matemaética. Son considerados “profundos”,
y han influenciado fuertemente el curso de la mateméatica moderna. Se cree
popularmente que prueban los limites (jo incluso la inutilidad!) del formalismo
matematico. En cualquier caso, merecen ser presentados lo més simple y con
la mayor elegancia posible. La presentacién original de Gdédel fue cuidadosa y
clara, pero no tan simple como podria ser.

Nuestro embellecimiento se realiza en etapas. Es tentador saltearse las etapas
y presentar solo la forma final: una prueba de tres lineas. Desafortunadamente
las etapas son necesarias para convencer al lector de que la esencia de los teo-
remas de Gddel no se ha perdido. Y hay algunas lecciones que aprender en el
camino. Los teoremas pertenecen a la rama de las matematicas conocida como
metamatematica, por lo que empezaremos por ahi.

2. Metamatematicas: El Estudio de los Forma-
lismos

Para el estudio de las estrellas, es 1til disenar un formalismo matemdtico para
ello. Sin embargo, la matematica no esta limitada al estudio de la naturaleza.
También nos ayuda a estudiar los mundos artificiales de los puentes, la eco-
nomia, la musica, e incluso los procesos del pensamiento. Y si queremos que los
formalismos matemaéticos sean objetos de estudio, es til disefiar un formalismo
matematico para ello.

Diseriamos un formalismo (sinénimo: una teoria) para que sus sentencias cons-
tituyan declaraciones sobre los objetos de estudio. Algunas de estas declaracio-
nes seran verdaderas y otras falsas, disenamos la teoria a fin de que sus teoremas
(sentencias demostrables) representen declaraciones verdaderas y sus antiteore-
mas (sentencias refutables) representen declaraciones falsas. Supongamos, por
ejemplo, que nuestro objeto de estudio es una versién de la teoria de ntimeros,
que llamaremos TN.
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He aqui ocho ejemplos de afirmaciones verdaderas acerca de (pero no
en) TN:

a) 1+ 1 =2 es un teorema de TN.

1+ 1 =3 es un antiteorema de TN.

(

(b
(c
(d

)
)
) 0+ 0 =4 no es un teorema ni un antiteorema de TN.
) (0+0=4)V—(0+0=4) es un teorema de TN.

)

(e) Una sentencia es un antiteorema de TN si y sélo si es la negacién de un
teorema de TN.

(f) Una sentencia es un teorema de TN si y sélo si su negacién es un antiteorema
de TN.

(¢) Ninguna sentencia es a la vez un teorema y un antiteorema de TN.

(h) Toda sentencia de la forma sV —s es un teorema de TN.

He aqui seis declaraciones falsas sobre TIN:

(i) 1+ 1 =2 es un antiteorema de TN.
(J

(k) 0+ 0 =4 es siempre un teorema o un antiteorema de TN.

)
)
)
)
)
)

1+ 1 =3 es un teorema de TN.

(1) Una sentencia es un antiteorema de TN si y s6lo si no es un teorema de TN.
(m) Una sentencia es siempre un teorema o un antiteorema de TN.

(n) Siempre una sentencia o su negacién es un teorema de TN.

La declaracién (a) nos muestra un teorema simple. En los textos de matemati-
cas, se ahorra espacio para escribir una sentencia como 1+ 1 = 2 sin decir nada
al respecto, lo que significa que es un teorema. Pero en este trabajo no lo ha-
remos. La declaracién (g) dice que TN es consistente. La declaracién falsa (m)
dice que TN es completa. Incluimos la divisién en TN para dar una sentencia
simple que no es ni un teorema, ni un antiteorema. El resultado sorpresivo de
Godel fue que incluso sin division, con sélo la adicién y la multiplicacion, hay
sentencias que no son ni teoremas ni antiteoremas.

Vamos a llamar a nuestra teoria para estudiar las teorias TT. Para cualquier
teorfa T'y una sentencia s de T' introduciremos la sentencia (de TT):

Tks

para representar la declaracién (ya sea verdadera o falsa) de que s es un teorema
de T'. E introduciremos
THs

para representar que la declaracién de que s es un antiteorema de 7. Cuando
es evidente la teoria que estd en estudio, podemos omitir su nombre y escribir



simplemente F s y 4 s. Debido a la declaracién (e) podemos tener la tenta-
cion de prescindir del simbolo de “antiteorema” y en vez, hablar de la negacion
de un teorema. Sin embargo, no es necesario que todas las teorias incluyan la
negacién, y puede ser interesante estudiar algunas que no la incluyen. Debi-
do a (c), ciertamente no podemos tomar “es un antiteorema” como “no es un
teorema”. Necesitamos un simbolo de “antiteorema” por la misma razén que
el dlgebra de Boole necesita de ambos smbolos para “verdadero” y “falso”, de
hecho “verdadero” y “falso” son un teorema primitivo y un antiteorema respec-
tivamente. También necesitaremos simbolos para el “0”; el “y”, la “negacion”,
el “siy s6lo si”, y los cuantificadores, como se ve en las declaraciones de nuestro
ejemplo. Para evitar confusiones, podriamos insistir (como lo hizo Kleene) en
que los simbolos de la teoria de TT difieren de los de las teorias en estudio.
Sin embargo, es posible que desee utilizar TT para estudiar TT. Como veremos
en el siguiente parrafo, hay una manera mejor de evitar confusiones. Asi que
reutilizaremos V, A, =, =, Vy den TT.

La manera de evitar la confusién era conocida por Gédel y es bien conocida
por los programadores: se trata de distinguir el programa de los datos. El pro-
gramador de un compilador conoce la diferencia entre su programa y sus datos,
a pesar de que sus datos son otro programa, ain si estdn en el mismo lenguaje.
Para él, los datos de entrada son una cadena de caracteres, y su programa exa-
mina sus caracteres. Del mismo modo, en la metamatematica una teoria puede
describir a otra sin confusién, incluso si esa otra teoria es ella misma, dandose
cuenta de que, para describir la teoria, las expresiones de la teoria descripta son
datos de tipo cadena de caracteres.

En la l6gica moderna, la distincién entre el programa y los datos no siempre se
hace, y I se aplica directamente a las sentencias. Para compensarlo parcialmen-
te, los logicos distinguen los operadores entre “extensionales” y “intensionales”,
y dictan reglas que indican cuando algo no puede ser sustituido por su equi-
valente. En aras de la simplicidad y claridad, vamos a mantener la distincion
del programador: aplicamos I a una cadena de caracteres que representan una
sentencia. Asi

TN F “141=2"

es la sentencia de TT que representa la declaracién (a).

Si se omite el nombre de TN, los estados (a) a (n) estdn representados (formal-
mente) en TT de la siguiente manera. (Yuxtaposicién de cadenas de caracteres
indica concatenacion, ;jla cuantificacién esta sobre las cadenas de caracteres?)

Declaraciones verdaderas:
(aa) F “14+1=2"
(bb) H “14+1=3”
(cc) = F “0+0=4" A =~ “0+0=4"

(dd
(ee) Vs, 4s=F (“7"s)

)
)
) F “(0—024) V —|(0+0:4)77
)



(ff) Vs, Fs=-(“""s)
(gg) ~Is, FsA-s

(hh) V s, k- (s“V—"s)

Declaraciones falsas:

(i) - “14+1=2"
(ij) F “1+1=3"
(kk) F “0+0=4"V 4 “0:-0=4

() Vs, 4s= ks

(mm) Vs, FsV-s

)
)
)
)
)
)

(nn) Vs, FsVE(“737s)

Tratamos de disenar TT para que desde (a) hasta (h) sean teoremas y desde
(i) a (n) sean antiteoremas. A la hora de disefiar una teorfa para estudiar las es-
trellas, siempre debemos mantener algunas dudas sobre la capacidad de nuestra
teoria de coincidir con los hechos. Lo mismo vale para una teoria para estudiar
las teorias.

3. La matematica clasica y la constructiva

En la seccién anterior, las declaraciones (h) y (n) son muy similares, pero
(h) es verdadera y (n) falsa. ;Cudl de estas es la Ley del Tercero Excluido?
La verdad de esta “ley” ha suscitado intensos debates durante algiin tiempo
por los matematicos que llevaron a cabo sus matemadticas informalmente; tal
vez la informalidad era necesaria para la controversia. Para una teoria formal
como TN, podemos distinguir (h), que es la “ley”, de (n), que (dado (e)) es una
declaracién de completitud.

Hay teorias interesantes donde la Ley del Tercero Excluido no vale, sino que
para la prueba de una disyuncién se requiere la prueba de una de las disyuncio-
nes. Podemos representar esto en T'T de la siguiente manera.

VsVt F (st =ksVit

Llamamos a estas teorias “constructivas”. Del mismo modo una prueba de la
forma 3 s, P(s) requiere un término ¢ tal que P(t) sea un teorema. Una prueba
de la forma V z, 3 y, P(x, y) es un programa que construye a partir de la entrada
x, una salida y satisfactoria.



Las teorias en las que la ley del Tercero Excluido es valida, se denominan
“clasicas”. La mayoria de la gente estd dispuesta a aceptar que “Dios existe o
Dios no existe”, sin una prueba de cualquier disyuntiva. Estas personas prefieren
una teoria cldsica en la que

0+0=4)V—(0+0=4)

es un teorema aun sin que ninguna de las disyunciones sea un teorema. En la
siguiente seccién probaremos la igualdad de las dos sentencias, sin que sean ni
un teorema, ni un antiteorema.

La discusién anterior oculta un punto sutil. Hemos dicho que en una teoria
clasica, una disyuncién puede ser un teorema, aunque ninguna de las disyuncio-
nes lo sea. Si nuestra metateoria TT es cldsica, entonces tal vez - s V - t sea
un teorema (para algin s y t), aunque ninguna de las disyunciones lo sea. En
ese caso la sentencia de TT

VsVt F(s“Vt)=FsV Ft

no representa nuestra intencién de describir una teoria constructiva. Por esta
razén, preferimos que nuestra metateoria sea constructiva. Desafortunadamente,
si la metateoria se utiliza para describirse a si misma, no nos puede decir si tiene
esta propiedad constructiva.

4. El Primer Teorema de Incompletitud de (Godel

A grandes rasgos, el argumento de Godel es el siguiente. él primero cre6 un
elaborado plan para codificar sentencias como nimeros. Luego codificé una sen-
tencia que, en la superficie, se refiere a los nimeros naturales, pero que puede
ser vista como sinénimo de “yo no soy un teorema’. El “yo” en esa sentencia es
el nimero que codifica la sentencia. Es la Paradoja del Mentiroso en un traje
nuevo. Si esta sentencia es un teorema, esta diciendo algo falso, por lo que la
légica es inconsistente. Suponiendo, como es razonable, que su légica (Princi-
pia Mathematica de Russell y Whitehead) es consistente, se concluye que la
sentencia es verdadera e indemostrable.

Godel muestra como construir su sentencia verdadera pero indemostrable,
pero no la construye. Esta construccién incluiria nimeros inmensos, y la codi-
ficacién es tan opaca que no hubieramos podido ser iluminados por ella. Con
el fin de examinar la sentencia de Godel, deberiamos utilizar la codificacion
transparente de las secciones anteriores: las cadenas de caracteres.

Godel definié el predicado “es un teorema” (lo llamé Bew) en los niimeros (un
predicado es una funcién de tipo booleano). Nosotros en su lugar definimos F
para las cadenas de caracteres, de forma tal que F s es un teorema si y sélo si
s representa un teorema. Esto se puede hacer; ya sea agregando el simbolo - al
formalismo y dar las reglas para su uso, o mediante la definicién de una funcién
utilizando los simbolos que ya estan en el formalismo. De cualquier manera, esto
equivale a escribir un programa demostrador de teoremas. El punto importante
es que tenemos una tnica teoria que sirve como objeto de estudio y como el
formalismo con el que realizar el estudio.



A continuacién, Godel define una relacién de encaje @), una vez mas sobre
los nimeros, nosotros deberiamos definir  como una funcién de cadenas a
cadenas. Cuando es aplicada a una cadena que representa un predicado, devuelve
otra cadena que representa una sentencia mediante la sustituciéon de todas las
ocurrencias de las subcadenas que representan variables libres, con la cadena
completa entre comillas. Por ejemplo, para la cadena

“Gu, t=uu”

representa un predicado en la variable libre ¢. Aplicando @ a esta cadena, ob-
tenemos el teorema.

Q(“Ju, t=uv")=“u, “u, t=uuw’ =uu’

Las comillas internas estan subrayadas para indicar que no son mas que caracte-
res de la cadena. (Cada lenguaje de programacion tiene una convencién especial
para escribir comillas adentro de las cadenas.) Una vez mds, esta funcién se
puede definir agregando el simbolo ) al formalismo y dando las reglas para su
uso, o mediante la definicién de una funcién utilizando los simbolos que ya estédn
en el formalismo. De cualquier manera, equivale a escribir un programa.

Ahora todas las piezas estan en su lugar. En particular, tenemos el teoremas:

Q(t(_‘ '_ Q(s)”) — 44_‘ '_ Q(i_‘ '_ Q(S)Z)”

Aplicando — F a ambos miembros de la ecuacién anterior, obtenemos el teorema:
S QU Q()) =~k o QA F Q(s))”

Tomando con libertad la sustitucién de las cadenas entre comillas, se puede
decir que este teorema tiene la forma:

G: —_ F “G77

donde cada ocurrencia de G representa = F Q(“~F Q(s)”).

Esta es la famosa sentencia de Godel, pero utilizando como codificacién las
cadenas de caracteres. Si G fuera un teorema, entonces - “G” serfa un teorema
y = F “G”, un antiteorema. Asi, podriamos probar la equivalencia entre un
teorema y un antiteorema, por lo que la teoria seria inconsistente. Pero nosotros
creemos que la teoria es consistente. De esta forma llegamos a la conclusién de
que G no es un teorema. Si G fuera un antiteorema, entonces — - “G” deberia ser
un antiteorema porque se han demostrado iguales, por lo tanto - “G” deberia
ser un teorema. A partir de que F “G” es un teorema si y sélo si G es un
teorema, G seria un teorema, lo que es inconsistente. Por lo tanto G tampoco
es un antiteorema. La teoria es incompleta.

., Cémo deberiamos interpretar G? Para que represente una declaracion ver-
dadera, por lo menos tiene que ser una sentencia formal. ;Lo es? Para establecer
y s
que la declaracién de Godel

~FQ(=FQ(s))



es una sentencia, debemos mostrar que
F QA Q(s)")

es una sentencia. Si - se aplica sélo a cadenas que representan sentencias, en-
tonces debemos mostrar que

QU= FQ(s)")

representa una sentencia. Ya que podemos probar que

Qo Q(s)) = “o F Q= Q(s))”

podemos preguntarnos si la cadena

QU Q)

representa una sentencia. Esto sucede si y solo si
— '_ Q(LL“ }_ Q(S)”)

que era la pregunta original. La unica salida es permitir que (Q(s) sea una sen-
tencia para cualquier cadena s, y/o que F s sea una sentencia para cualquier
cadena s, aunque s represente o no una sentencia. Debemos, por lo menos tem-
poralmente, suspender nuestro deseo de interpretar, debemos tener en cuenta

sélo la manipulacién formal de los simbolos con el fin de llegar al resultado de
Godel.

Teniendo en cuenta el axioma de la reflexividad de la igualdad, un formalis-
ta estd dispuesto a aceptar 0 +~ 0 = 0 + 0 como un teorema de TN. No tiene
que ver con qué objeto matematico es mencionado por 0 + 0. Esta igualmente
dispuesto a aceptar - “) + 2 = (7 como una sentencia vélida de TT, aunque no
sea un teorema. Definimos F como predicado para las cadenas, de modo que
F s es una sentencia sin importar qué cadena pueda ser s. Del mismo modo,
Godel, en su presentacion formal, utiliza una codificacién que asigna un niimero
natural distinto a cada secuencia de simbolos, sea una expresiéon o no, y define
su predicado Bew para todos los nimeros naturales. Antes de la presentacion
formal de su resultado, Godel da una presentacion informal como motivacién,
en la que propone para codificar sélo los predicados en los nimeros natura-
les: “Pensamos los signos de clase [predicados] como si estuvieran dispuestos en
una serie, y el n-ésimo es denotado por R(n)”. Esto es posible porque el nimero
del predicado es definido por un programa, este programa puede imprimir una
lista de todos y sélo los predicados, asignando a cada uno el nimero natural
siguiente. Esta codificacién tiene el atractivo de que las sentencias y predicados
metamateméaticos pueden siempre ser interpretados, a través de la codificacién,
como si se estuviera hablando de sentencias y predicados. Sin embargo, esta es
una atraccién fatal. De hecho, en la introduccién a la traduccién al inglés del
trabajo de Godel, R. B. Braithwaite considera como un defecto de la presenta-
cién formal, que Godel haya codificado todas las secuencias de simbolos. Lejos
de ser un defecto, jes esenciall Mas tarde, estaremos en condiciones de hacer
este punto mas simple y claro.



5. El Segundo Teorema de Incompletitud de Godel

El Primer Teorema de Incompletitud de Godel dice que una teorfa particular,
si es consistente, es incompleta. Su interés proviene del esfuerzo que dedicé a
tratar de hacer que la teoria fuese completa. Cuando se descubre que una sen-
tencia no es ni un teorema ni antiteorema, puede ser uno o el otro, a nuestra
eleccién, mediante la adicién de un axioma. El Segundo Teorema de Incomple-
titud de Gdédel dice que este proceso de adicién de axiomas no puede hacer a la
teorfa completa (y seguir siendo consistente).

Cuando se anade un axioma a una teoria, se obtiene una teoria diferente. Para
el segundo teorema tenemos que poner de nuevo el nombre de la teoria frente a
F y . El primer teorema dice que la sentencia

~TT F Q(“~TT + Q(s)”)

es inclasificable en la teoria TT. Podemos crear la teoria TTT a partir de la
adicion de la sentencia anterior como un axioma a TT. Sin embargo, el segundo
teorema dice que la sentencia

~TTT - Q(“~TTT F Q(s)”)

serd inclasificable. Hablando informalmente, el segundo teorema es el mismo que
el primer teorema, pero dejando el nombre de la teoria como una variable. A
partir ahora no vamos a distinguir entre ellos.

6. Semantica e Intérpretes

Como hemos visto, algunas sentencias son teoremas, algunas antiteoremas y
algunas ninguna de las dos. Puede tentar decir que las sentencias que no son
ninguna de las dos estan en una tercera clase, e inventar un tercer simbolo
que vaya con F y —. En algunos circulos, la légica de tres valores es popular.
Desafortunadamente, cualquier intento de formalizar la tercera clase correrd con
el mismo problema: habra un agujero, y la tentaciéon de inventar una cuarta
clase, y asf sucesivamente. Yo prefiero decir que aquellas sentencias que que no
son ni teoremas ni antiteoremas son “inclasificables”.

En esta seccion presentaremos una metateoria mas simple aunque menos ex-
presiva que en las secciones previas, usando un solo simbolo. Para alguna teoria
T y una cadena s introducimos la sentencia:

TTs

El predicado T representa interpretar la cadena s en la teoria T'. Cuando esta
claro de que teoria se habla, podemos omitir su nombre. Para alguna teoria,
queremos que I s sea un teorema si y solo si s represente un teorema y que sea
un antiteorema si y sélo si s represente un antiteorema. Esta relacionado con
y -1 con las dos implicaciones:

Fs=Ts=—-4s



De hecho, si hemos definido F y -, estas implicaciones definen I. Pero queremos
T para reemplazar a - y = por lo que en lugar de ello debemos definirlo al
mostrar cémo se aplica a toda forma de sentencia. Aqui estd el principio de su
definicién.

T “true” = true

T “false” = false

Vs, T (“~7s)=—-Ts

Vs, Vt, T (s“N’t)=TsATt
Vs, Vt, T (s“V’t)=TsVIt

Y asi sucesivamente. Tenga en cuenta que T actia como el inverso de las co-
millas, “quitando las comillas” a su operando. Eso es lo que un intérprete hace:
vuelve datos pasivos en un programa activo. Es un hecho familiar para los pro-
gramadores que se puede escribir un intérprete de un lenguaje en el que el mismo
lenguaje, y eso es precisamente lo que estamos haciendo aqui.

Para terminar de definir T tenemos que decidir los detalles de una teoria
completa. No vamos a hacerlo aqui, pero vamos a dar un caso méas de especial
interés. T se define para cadenas que incluyen T como

vs’ I ((4I j”suz’?) — I S

Asi, el intérprete se convierte en parte de la légica a interpretar.

7. Godel Simplificado

Nuestra presentacién del argumento de Godel es paralela a la suya, pero usan-
do cadenas en lugar de nimeros. El argumento seria esencialmente el mismo si
hubiéramos utilizado T en lugar de . El corazén del argumento es una trans-
formacién de un nivel de comillas a dos niveles, y de vuelta a uno, con un “-=”
que aparece en el proceso. Podemos simplificar el argumento, sin pérdida de
contenido yendo de cero a uno y a la inversa. No tomamos ) como una funcién
de cadenas a cadenas, sino simplemente como una cadena. Se define como:

Q — LL“ I Q’?

Con su adicién no hacemos a la teoria incompleta: @@ es igual a una cadena
de caracteres de largo 3 completamente conocida. Ahora bien, supongamos que
podemos construir (o definir) una funcién T “quitadora de comillas” (no importa
cémo). Luego tenemos el teorema

1Q

{reemplazando @ por su igual}

:I “_‘ I Q”

{debido a que T quita las comillas}
—-TQ

y la inconsistencia es evidente. También lo son las propiedades necesarias para
armar el argumento: una teoria que nos permita reemplazar algo por sus iguales,



y debe incluir o permitir definir su propio intérprete. Para salvar a una teoria de
la inconsistencia, se podria suspender la posibilidad de reemplazar algo por sus
iguales, en determinadas circunstancias, pero esta es una opcién desagradable.
En su lugar, dejamos el intérprete incompleto. En particular, si

I““IQ”:“IQ

es un teorema tenemos inconsistencia, y si se trata de un antiteorema no es un
intérprete, por lo que lo dejaremos como “inclasificable”.

Al igual que antes, debemos tener en cuenta que I s es una sentencia para
todas las cadenas s, incluso aquellas que no representan sentencias. De lo con-
trario, no podemos demostrar que I () es una sentencia. Es tentador interpretar
@ como la representacién de una sentencia que dice que ella misma (Q) no es
interpretable. Pero en un sentido muy real, debemos abstenernos de interpretar
de Q: en términos de programacién, la aplicacién del intérprete T a la cadena Q
seria provocar un bucle infinito de ejecucion, y sabemos que no dan resultado.
El argumento de Godel es una version del Problema de la Detencion.

8. Conclusiéon

Después del trabajo pionero de Frege, Russell, y otros légicos a principios de
este siglo, David Hilbert esperaba que fuera posible formalizar toda la matemati-
ca. Pero en 1931, Kurt Godel llegd a un resultado que se interpreta cominmente
diciendo que cualquier formalismo que incluya la aritmética nos permite expre-
sar verdades de las matematicas que no pueden ser probadas en el formalismo.
Y con eso, la esperanza de Hilbert murié. El punto importante del resultado
de Godel no es la existencia de enunciados verdaderos, pero indemostrables; lo
importante es que es facil disenar una teoria incompleta en la que algunas de
las sentencias imposibles de demostrar pretendan representar verdades. El re-
sultado de Goédel dice que no hay un formalismo que describe completamente
todos los formalismos (incluido el mismo). Pero es igualmente cierto que cada
formalismo es completamente descriptible por otro formalismo, y en ese sentido
una esperanza de Hilbert més modesta es posible.

Creemos que nuestra presentacion de los Teoremas de Incompletitud de Godel
ilustra muy bien la afirmacién de E.W.Dijkstra de que la Ciencia de la Compu-
tacion ahora puede pagar con intereses su deuda con las matematicas. En con-
creto, la distincién entre el programa y los datos, el uso del tipo de dato cadena
de caracteres, el uso de un intérprete, y la cuenta desde cero, redujeron la prueba
a tres lineas.

Acuse de recibo. Doy las gracias a Bill McKeeman por sugerir que
rescatara esta presentacion del teorema de Godel de un trabajo méas
largo y con inclinaciones filosoficas.
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