
This is a draft. Not for distribution.

Online and Other Myopic Algorithms

Allan Borodin Denis Pankratov

DRAFT: August 10, 2023



This is a draft. Not for distribution.

ii

This is a very preliminary version and hence will likely have technical errors, and incomplete or
missing citations. Please do not distribute without permission of the authors.



This is a draft. Not for distribution.

Contents

Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1 Introduction 3
1.1 What is this Book About? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Brief History of Online Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Motivating Example 1: Ski Rental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.5 Motivating Example 2: Line Search Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.6 Motivating Example 3: Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.7 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Deterministic Online Algorithms 19
2.1 Request-Answer Games . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 Competitive Ratio for Minimization Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3 Minimization Problem Example: Makespan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.4 Minimization Problem Example: Bin Packing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4.1 NextF it, F irstF it and BestF it . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4.2 Beyond FirstF it and BestF it: Harmonic Algorithms . . . . . . . . . . . . . 34

2.5 Competitive Ratio for Maximization Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.6 Maximization Problem Example: Time-Series Search . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.7 Maximization Problem Example: One-Way Trading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.8 Temporary Input Items . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.9 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.10 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3 Randomized Online Algorithms 47
3.1 Randomized Online Algorithm Template . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.2 Types of Adversaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.3 Relationships between Adversaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.3.1 The Power of an Adaptive Adversary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.4 How Much Can Randomness Help? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.4.1 An Example Where Randomness Does Not Help . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.4.2 When Even One Bit of Randomization Can Be Critical . . . . . . . . . . . . . 54

3.5 Derandomization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.6 A Randomized Algorithm for Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.7 A Randomized Lower Bound for Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.8 Yao’s Minimax Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

iii



This is a draft. Not for distribution.

iv CONTENTS

3.9 Yao’s Minimax Principle Example: Lower Bound for Ski Rental . . . . . . . . . . . . 62
3.10 The General Knapsack Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.11 Obtaining randomized competitive ratios with constant or high probability . . . . . . 68
3.12 Bounded memory and memoryless online algorithms? . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.13 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.14 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4 Some Classical Problems 73
4.1 Potential Function Method Primer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.2 List Accessing Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2.1 Deterministic Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.2.2 Upper Bound on MTF via the Potential Method . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.2.3 Lower Bound on MTF via the Averaging Technique . . . . . . . . . . . . . . 80
4.2.4 A Simple Randomized Algorithm BIT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.3 Load Balancing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.3.1 Makespan in the Related Machines Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.3.2 Makespan in the Restricted Machines Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.3.3 Makespan in the Unrelated Machines Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.4 Call Control (Throughput Maximization) in Circuit Routing . . . . . . . . . . . . . . 91
4.4.1 Small Bandwidth and Proportional Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.4.2 Using Randomization for the Disjoint Paths Problem . . . . . . . . . . . . . . 93
4.4.3 Disjoint Paths on a Line Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.4.4 Disjoint Paths for Tree Networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.4.5 A Negative Result for Arbitrary Networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.5 Metric Facility Location . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.5.1 Metric Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.5.2 The Uncapacitated Facility Location Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.5.3 The Randomized Algorithm for Uncapacitated Facility Location . . . . . . . 98

4.6 Online Steiner Tree Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
4.7 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5 k-Server and Metrical Task Systems 111
5.1 The k-server problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

5.1.1 Formulation of the k-Server Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.1.2 Deterministic Lower Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
5.1.3 k-Servers on a Line . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
5.1.4 k-Servers for a Tree Metric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
5.1.5 The Work Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
5.1.6 The Work Function Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.2 Metrical Task Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
5.3 Metrical Service Systems and Layered Graph Traversal . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
5.4 Metric Spaces and Hierarchical Separated Trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
5.5 Lower Bounds for the Randomized k Server and MTS Problems . . . . . . . . . . . . 135
5.6 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138



This is a draft. Not for distribution.

CONTENTS v

6 Graph Problems 141
6.1 Input Models for General Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
6.2 Special Input Model for Bipartite Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.3 Vertex Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.4 Hard Online Graph Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6.4.1 Maximum Independent Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
6.4.2 Maximum Clique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
6.4.3 Longest Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
6.4.4 Minimum Spanning Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
6.4.5 Travelling Salesperson Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.5 Bipartite Maximum Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
6.5.1 Deterministic Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
6.5.2 A Simple Randomized Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
6.5.3 The Ranking Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

6.6 Weighted Bipartite Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
6.6.1 The AdWords, Display Ads and Submodular Welfare Problems . . . . . . . . 161

6.7 Minimum Cost Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
6.7.1 The Line Metric Revisited . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

6.8 Coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
6.9 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
6.10 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

7 Online MaxSat and Submodular Maximization 181
7.1 Max-sat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

7.1.1 Derandomization by the method of conditional expectations; Johnson’s algo-
rithm rediscovered. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

7.2 A randomized max-sat algorithm with competitive ratio 3
4 . . . . . . . . . . . . . . . 187

7.3 The unconstrained submodular maximization problem and the “two-sided” online
algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

7.4 The natural randomization of the double sided-greedy algorithm . . . . . . . . . . . 194
7.5 Max-Cut and Max-Di-Cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
7.6 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
7.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

8 Extensions of Classical Problems 197
8.1 Ski Rental Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

8.1.1 Multislope Ski Rental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
8.1.2 Block Snoopy Caching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
8.1.3 The Bahncard Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

8.2 Bin Packing Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
8.2.1 Rectangle bin packing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
8.2.2 Renting Servers in the Cloud . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

8.3 k-Taxi Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
8.4 File Migration and Replication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

8.4.1 The File Migration Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
8.4.2 The File Replication Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

8.5 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
8.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213



This is a draft. Not for distribution.

vi CONTENTS

9 Primal-Dual Method for Online Problems 215
9.1 Linear Programming and Duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
9.2 Online Primal-Dual Template . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220
9.3 Primal-Dual Approach for Ski Rental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
9.4 Primal-Dual Approach for Online Set Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
9.5 Primal-Dual Approach for Load Balancing on Unrelated Machines . . . . . . . . . . 233
9.6 Bipartite Maximum Matching Revisited: Primal-Dual Analysis . . . . . . . . . . . . 236

9.6.1 An Economic Interpretation for the Ranking Algorithm analysis . . . . . . . . 238
9.6.2 Vertex Weighted Bipartite Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
9.6.3 Edge Weighted Bipartite Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

9.7 The Generalized Assignment Problem: The Small Bids/Large Capacities Assumption 239
9.8 Primal-Dual Approach for the Bounded Allocation Problem . . . . . . . . . . . . . . 240
9.9 Primal-Dual Approach for General Covering/Packing Problems . . . . . . . . . . . . 241
9.10 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
9.11 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

10 Online Convex Optimization for Online Decision Making 243
10.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
10.2 Mathematical Preliminaries: Calculus, Convexity, Normal Cones . . . . . . . . . . . 247

10.2.1 Calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
10.2.2 Duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
10.2.3 Convexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
10.2.4 Normal Cones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

10.3 The Main Mathematical Tool . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252
10.3.1 A Geometric View . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252
10.3.2 Convex Optimization View . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
10.3.3 Connection Between Two Views . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
10.3.4 Two Useful Inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

10.4 Fractional MTS Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
10.5 Fractional MTS on a Weighted Star Metric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
10.6 Fractional MTS on Trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
10.7 Fractional Weighted Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
10.8 k-Server on HSTs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
10.9 Rounding of Fractional Solutions to Integral Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . 274

10.9.1 Randomized Rounding for MTS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
10.9.2 Randomized Rounding for Weighted Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
10.9.3 Randomized Rounding for k-Server . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

10.10Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
10.11Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

11 Online Learning 281
11.1 Learning Experts: The Full Information Setting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

11.1.1 The weight majority algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282
11.1.2 The Multiplicative Weights (Hedge) Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

11.2 Multi-Armed Bandit Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
11.3 Portfolio Selection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
11.4 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
11.5 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287



This is a draft. Not for distribution.

CONTENTS vii

12 Stochastic Inputs 289
12.1 The Random Order Model and the Secretary Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . 290

12.1.1 The Secretary Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290
12.1.2 The Ranking Algorithm in the ROM Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

12.2 I.I.D. Inputs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294
12.2.1 Bipartite Matching in the I.I.D. Input Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

12.3 Prophet Inequalities and Prophet Secretaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302
12.3.1 The Prophet Secretary Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304

12.4 Multi-Item Secretaries and Prophets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308
12.4.1 The multi-unit secretary problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
12.4.2 Edge weighted matching in the ROM model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309
12.4.3 The Matroid Secretary Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
12.4.4 Knapsack Secretary and GAP Secretary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

12.5 Online and Random Order Contention Resolution Schemes . . . . . . . . . . . . . . . 312
12.5.1 Multi-Item Extensions of the Prophet Inequality Problem . . . . . . . . . . . 313

12.6 Stochastic Probing; The Query Commit Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313
12.6.1 Stochastic Rewards: Unknown Stochastic Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . 315
12.6.2 Stochastic Rewards: Known Stochastic Graphs and Known Type Graphs . . 318

12.7 The Online Pandora’s Box Problem; The Price of Information Model . . . . . . . . . 318
12.8 Covering problems and the Random Order Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318

12.8.1 Facility Location . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
12.8.2 Bin Packing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

12.9 Markov Process Arrivals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
12.9.1 Markov Decision Theory and Optimal Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . 320
12.9.2 The Commute Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
12.9.3 Analysis of the Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323

12.10Poisson Arrivals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324
12.10.1Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325
12.10.2The Regime of c = o(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326
12.10.3The Regime of Constant c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327
12.10.4The Regime of c = !(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331
12.10.5Putting it together . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332

12.11Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
12.12Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335

13 Advice Model 337
13.1 Different Advice Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
13.2 Upper Bound Techniques and Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

13.2.1 Now-or-Later . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339
13.2.2 Follow OPT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339
13.2.3 Adapting Randomized Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
13.2.4 Adapting Offline Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
13.2.5 Combinatorial Designs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

13.3 Lower Bound Techniques and Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
13.3.1 Pigeonhole Argument . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
13.3.2 String Guessing and Reductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
13.3.3 ⌃- and _-Repeatable Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349

13.4 Advice vs. Randomness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351



This is a draft. Not for distribution.

viii CONTENTS

13.4.1 Phase transitions for the number of advice bits . . . . . . . . . . . . . . . . . 353
13.5 Advice Complexity Classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354
13.6 Untrusted advice and online algorithms with predictions . . . . . . . . . . . . . . . . 355

13.6.1 Ski Rental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357
13.6.2 Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
13.6.3 Makespan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359
13.6.4 Bipartite Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359

13.7 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359
13.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360

14 Real-Time Algorithms 363
14.1 Online Scheduling Algorithms in the Sense of Competitive Analysis . . . . . . . . . . 363
14.2 Real Time Scheduling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
14.3 Minimiizing Average Completion Time with Preemption . . . . . . . . . . . . . . . . 365
14.4 The Throughput Maximization Problem with Preemption . . . . . . . . . . . . . . . 367
14.5 Metric Matching with Delays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367
14.6 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370
14.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370

15 Revocable Decisions, Parallel Threads, and Multiple Pass Online Models 371
15.1 Online with Revocable Acceptances without Penalty . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372

15.1.1 Interval Scheduling with Real-Time Arrivals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
15.1.2 Interval Selection with Any Time Arrivals and Call Control Revisited . . . . . 376
15.1.3 Proportional and Convex Knapsack . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377
15.1.4 The General Knapsack Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379

15.2 Online with Revocable Acceptances with a Penalty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380
15.3 More General Changeable Decisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380
15.4 Online with buffers and the QOS Throughput Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . 380

15.4.1 The QoS Problem with Unbounded Span using an Unbounded Buffer. . . . . 381
15.4.2 FIFO Buffers and the QoS Problem for Uniform s Bounded Span . . . . . . . 384

15.5 Other Online Applications using a Reorderable Buffer . . . . . . . . . . . . . . . . . 386
15.5.1 Online Makespan for Identical Machines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 386
15.5.2 RBM for Paging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387
15.5.3 RBM for Minimizing Switching Costs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387

15.6 Multi-pass Deterministic Online Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388
15.6.1 A Multi-pass Algorithm for Unweighted Bipartite Matching . . . . . . . . . . 388
15.6.2 A 2-pass Algorithm for Weighted Max-Sat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389

15.7 Parallel Online Streams . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389
15.8 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389
15.9 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389
15.10Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391

16 Streaming 393
16.1 Motivating Puzzles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393

16.1.1 Missing Items . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393
16.1.2 Frequent Items . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394
16.1.3 Exact Deterministic Solutions vs. Approximate Randomized Solutions . . . . 396

16.2 Various Streaming Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 396



This is a draft. Not for distribution.

CONTENTS ix

16.3 Sketching Technique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 398
16.4 Estimating 2nd Frequency Moment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399
16.5 Lower Bounds via Reductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402
16.6 Semi-streaming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402
16.7 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402
16.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402

17 Dynamic Graph Algorithms 405
17.1 Definition and Motivation of the Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405
17.2 Warmup: Decremental Setting for Single-Source Unweighted Shortest Path . . . . . . 407
17.3 Maintaining Connected Components . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411

17.3.1 Incremental Setting for General Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411
17.3.2 Fully Dynamic Setting for Acyclic Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412
17.3.3 Fully Dynamic Setting for General Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 417

17.4 Maintaining Minimum Spanning Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419
17.5 Maintaining Maximum Bipartite Matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419
17.6 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419
17.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419

18 Priority Model 421
18.1 The Priority Model as a Model for Greedy and Myopic Algorithms . . . . . . . . . . 421
18.2 Matroids, Greedoids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423
18.3 Some other optimal and approximate greedy priority algorithms for maximization

problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424
18.3.1 Interval Scheduling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425
18.3.2 Throughput Scheduling and the Job Interval Scheduling Problem . . . . . . . 427
18.3.3 Restrictions on Priority Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429
18.3.4 Weighted Set Packing and Beating the Natural Greedy Algorithm . . . . . . 429
18.3.5 Subset Sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430
18.3.6 Maximum Matching in Graphs of Maximum Degree 3 . . . . . . . . . . . . . 433

18.4 Some optimal and approximate priority algorithms for minimization problems . . . . 438
18.4.1 Average Completion Time on One Machine. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 438
18.4.2 Makespan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 439
18.4.3 Set Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 441
18.4.4 Vertex Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 442

18.5 Priority Algorithms with Revocable Decisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446
18.6 Priority Algorithms using a Stack. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447
18.7 Fixed Priority Algorithms with Advice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 449

18.7.1 Motivating Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 449
18.7.2 Template for Proving Lower Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452
18.7.3 Examples of the Application of the Template . . . . . . . . . . . . . . . . . . 454

18.8 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456
18.9 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 457

19 Alternatives to Competitive Analysis 459
19.1 Resource Augmentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 460
19.2 Loose Competitiveness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461
19.3 Locality of reference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462



This is a draft. Not for distribution.

x CONTENTS

19.4 Bijective analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 464
19.5 Relative Worst Order Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465
19.6 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 466
19.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 466

20 Online Mechanism Design and Online Social Choice 469
20.1 Online Mechanism Design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 469
20.2 Posted Price Mechanisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470
20.3 Decentralized Mechanisms: Pricing Online Decision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470

20.3.1 The k Server Problem for the Line Metric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 471
20.3.2 The Parking Problem on the Line . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472

20.4 Voting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473
20.4.1 Budgetted Social Choice: Forming a Committee . . . . . . . . . . . . . . . . . 474

20.5 Online Fair Division . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 474
20.5.1 Fairness Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 474
20.5.2 Divisible Items . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475
20.5.3 Indivisible Items . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 477

20.6 Historical Notes and References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 479
20.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 480

Appendix A Notational Index 481

Appendix B Probability Theory 483
B.1 Probability Space, Events, and Random Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 483
B.2 Expected Value, Independence, and Conditioning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485
B.3 Variance and Basic Inequalities in Probability Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . 486
B.4 Martingales and Azuma-Hoeffding Inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 487
B.5 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 489

Bibliography 491

Alphabetical Index 511


